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A MONSIEUR, 

M.D’ALEMBERT, 

SECRÉTAIRE  PERPÉTUEL 
DE  l’Académie  Françoise,  des 
Académies  royales  des  Sciences 
DE  France,  de  Prusse,  d’Angle- 
terre ET  DE  RirssiE,  de  l’Aca- 

DÉMIE  ROYALE  DES  BeLLES-LeTTRES 
DE  SUEDE  J DE  l’InSTITUT  DE.Bo- 
LOGNE  ET  DES  SoCIÉTÉS  ROYALES 

DES  Sciences  de  Turin  et  de 
Norwege. 


ONSIEUR, 

1 L ne  nous  appartient  ni  de  pro^ 
noncer  Jur  le  mérite  de  VOuvragç 

dont  vous  nous  ave:^  permis  de  faire- 

a iij 
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paroître  la  première  édition  Françoijc 
fous  vos  aiifpices  , ni  d’ajouter  aux 
éloges  qu’il  a reçus  , foit  dans  fa 
langue  originale  , foit  dans  la  tra- 
duction Rujfe  qu’on  en  a donnée.  Le 
nom  feul de  M.  Euler  , en  le  rendant 
précieux  aux  ^Mathématiciens  ^ an- 
notice  Cl  ceux  qui  travaillent  a le  de- 
venir , tout  ^ ce  * qu  ils  peuvent  s’ en 
promettre. 

. M.  Bernoulli  , digne  héritier 
de  ce  nom  fi  grand  dans  les  Sciences  ^ 
& Directeur  de  V Ohfervatoire  de 
Berlin , s’ e fi  chargé  de  rendre  en  notre 
langue  le  texte  de  M.  E U L E R , & 

<D  ' 

de  l’enrichir  de  quelques  Notes  hifio- 
riques.  M.  DE  LA  Grange,  dont 
le  rare  génie  & les  nombreux  fuccés 
fixent  depuis  long-temps  l’attention 
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de  toute  V Europe  favante , a ajouté 
au  mérite  de  r O uv  rage , en  y joignant 
un  morceau  dejliné  à compléter  Jie 
traité  de  V Analyfe  indéterminée. 

Tout  concourt  y MONSIEUR  y 
à établir  vos  droits  fur  l’hommage 
que  nous  prenons  la  liberté  de  vous 
offrir.  C’ejl  au  Philofophe , au  Ma- 
thématicien qui  honore  fon  fiecle , que 
nous  devions préfenter  l’Ouvrage i un 
homme  également  defliné  a liUufrer, 
L’ambition  s’attacha  fouvent  au  rang 
pour  s’appuyer  de  la  faveur  de  la  pro- 
tection; un  motif  qui  nous  ef  plus 
cher  nous  porte  a vous  offrir  le  té- 
moignage public  de  la  reconnoiffance 
que  nous  devons  aux  bontés  dont  vous 
nous  ave'j^  honorés.  En  plaçant  votre 
nom  à la  tête  de  ce  Livre , nos  fenti- 
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mens  pour  vous , MO  NS  lE  UR, 
nous  ont  fuggiré  le  choix  qu  aurait 
pu  faire  le  difcernement  le  plus  jufle , 
& nous  nous  applaudirons  dans  notre 
hommage,  d'avoir  l’Europe  entière 
pour  témoin  & pour  approbateur. 

Nous  avons  l’honneur  d’être  avec 
le  plus  profond  refpecl, 

MONSIEUR, 


Vos  tris -humbles  & très  - obéijfans 
ferviteurs 

J,  M.  Br  ursEt,  pere  & fils. 
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A FERTISSEMENT 

DES  ÉDITEURS 


DE  V 0 R 1 G I N A L. 

]^ ous  mettons  entre  les  mains 
des  Amateurs  de  TAlgebre  un 
Ouvrage  dont  il  a déjà  paru  une 
traduûion  Rufle  il  y a deux  ans. 

Les  vues  du  célébré  Auteur 
étoient  de  compofer  un  Livre 
élémentaire , au  moyen  duquel 
on  pût  apprendre  , fans  aucun 
autre  fecpurs , FAlgebre  à fond. 
La  perte  de  fa  vue  lui  avoit  fug- 
géré  cette  idée , Taftivité  de  fon 
génie  ne  lui  permit  pas  de  dif- 


X AVERTISSEMENT. 
férer  long-temps  à la  mettre  en 
exécution.  M.  Euler  choifit  pour 
cet  effet  un  jeune  homme  qu  il 
avoit  pris  à fon  fervice  en  quit- 
tant Berlin  , qui  poffédoit  affez 
bien  l’Arithmétique , mais  qui 
n’avoit  d’ailleurs  aucune  teinture 
des  Mathématiques  ; il  avoit  ap- 
pris le  métier  de  Tailleur , & ne 
pouvoir  être  mis , quant  à fa  ca- 
pacité, qu’au  rang  des  efprits 
ordinaires.  Non- feulement  ce 
jeune  homme  a très -bien  faifi 
tout  ce  que  fon  illuftre  Maître 
lui  enfeignoit  & lui  diâoit , mais 
il  s’efl;  même  trouvé  en  peu  de 
temps  en  état  d’achever  tout 
feul  les  calculs  algébriques  les 
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plus  difficiles,  & de  réfoudre 
promptement  toutes  les  quef- 
tions  analytiques  qu  on  lui  pro- 
pofoit. 

Le  fait  que  nous  citons  doit 
donnef  une  idée  d'autant  plus 
avantageufe  de  la  méthode  qui 
régné  dans  cet  Ouvrage , que 
le  jeune  homme  qui  l’a  écrit , qui 
en  a développé  les  calculs  , & 
dont  les  progrès  ont  été  fi  mar-  ^ 
qués , n’a  reçu  abfolument  d’au- 
tres inllruflions  que  de  ce  Maî- 
tre , fupérieur  à la  vérité , mais 
privé  de  la  vue. 

Indépendamment  d’un  avan- 
tage auffi  grand , les  Connoifi 
feurs  verront avec  autant  de 
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plaifir  que  d’admiration  , l’ex- 
pofition  de  la  doârine  des  lo- 
garithmes & de  fa  liaifon  avec 
d’autres  calculs  , ainfi  que  les 
méthodes  qu’on  donne  pour  la 
réfolution  des  équations  Su  troi- 
fieme  & du  quatrième  degré. 

Ceux  enfin  que  les  problèmes 
de  Diophante  peuvent  intéref- 
fer  , feront  charmés  de  trouver 
dans  la  derniere  fe&ion  de  la 
fécondé  Partie  , tous  ces  pro- 
blèmes préfentés  d’une  maniéré 
luivie , & l’explication  de  tous 
les  procédés  de  calcul  nécelTai- 
res  pour  les  réfoudre. 
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AVERTISSEMENT 
DU  TRADUCTEUR. 

I-jE  Traité  d’ Algèbre  que  j’ai  eii' 
trepris  de  traduire  , a été  publié  en 
Allemand  en  1770  par  l’Académie 
Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tersbourg. Je  m’abftiendrai  d’en  louer 
le  mérite , ce  feroit  prefque  faire  in- 
jure au  nom  célébré  de  fon  Auteur; 
il  fuffira  d’ailleurs  d’en  lire  quelques 
pages , pour  voir , par  la  clarté  avec 
laquelle  tout  eft  expofé , quel  fruit 
les  Commençans  peuvent  en  retirer. 
C’eft  fur  d’autres  objets  que  je  crois 
devoir  un  Avertiffement. 

Je  me  fuis  écarté  de  la  divifion 
fuivie  dans  l’original,  en  faifant. en- 
trer dans  le  premier  volume  de  la 
tradu£Hon  Françoife  la  première  Sec- 
tion du  fécond  volume  de  l’original, 
qui  complette  l’Analjfe  déterminée. 
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On  fentira  facilement  les  raifons  de 
ce  changement  ; non-feulement  il  fa- 
vorifoit  la  divifion  affez  naturelle  de 
l’Algebre  en  Analyfe  déterminée  & 
en  Analyfe  indéterminée  , mais  il 
devenoit  nécefTaire  pour  conferver 
quelque  égalité  dans  l’épaiffeur  des 
deux  volumes , par  rapport  aux  Ad- 
ditions qu’on  trouve  à la  lin  de  la 
fécondé  Partie. 

On  s’appercevra  aifément  à la  lec- 
ture de  ces  Additions , quelles  ne 
peuvent  être  que  de  M.  de  la  Grange  ; 
aulîi  font-elles  une  des  raifons  qui 
m’ont  principalement  engagé  à en- 
treprendre ma  Traduâion  ; je  me  fuis 
félicité  d’être  le  premier  à faire  voir 
plus  généralement  aux  Mathémati- 
ciens à quel  haut  point  de  perfection 
deux  de  nos  plus  illuftres  Géomètres 
ont  porté  depuis  peu  une  branche  de 
PAnalyfe , peu  connue , mais  dont 
on  fent  les  épines  dès  qu’on  cherche 
à l’approfondir , & qui , de  l’aveu 
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même  de  ces  grands  génies , leur  a 
offert  les  problèmes  les  plus  difficiles 
qu’ils  aient  jamais  réfolus. 

Je  crois  avoir  traduit  cette  Algèbre 
comme  on  convient  qu’il  faut  traduire 
des  Ouvrages  de  cette  efpece  ; je  me 
fuis  principalement  attaché  à entrer 
dans  le  fens  de  l’original  & à le  rendre 
avec  toute  la  clarté  poffible  ; peut- 
être  même  oferai-je  attribuer  quelque 
fupériorité  à ma  TraduéHon  fur  l’ori- 
ginal , parce  que  cet  Ouvrage  ayant 
été  diéfé  & n’ayant  pu  être  revu  par 
fon  illuftre  Auteur  même , il  efl  aifé  , 
de  concevoir  qu’il  auroit  befoin  dans 
plufieurs  endroits  qu’on  y paffât  la 
lime.  Au  refie , fi  je  ne  me  fuis  point 
affervi  à traduire  littéralement,  je 
n’ai  pas  laifîé  de  fuivre  mon  Auteur 
pas  à pas  ; j’ai  confervé  les  mêmes 
divifions  dans  les  articles,  & c’efl 
dans  un  fi  petit  nombre  d’endroits 
que  j’ai  penfé  à fupprimer  quelques 
détails  de  calcul , ou  à inférer  une 
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ou-  deux  lignes  d’éclairciffement  dans 
le  texte,  qu’il  ne  vaut  pas,  je  crois, 
la  peine  d’entrer  dans  le  détail  des 
railbns  qui  peuvent  me  juftifier. 

Je  ne  dirai  rien  non  plus  des  notes  , 
que  j’ai  ajoutées  à la  première  Partie  ; 
elles  ibnt  en  affez  petit  nombre  pour 
que  je  ne  craigne  pas  le  reproche 
d’avoir  grofli  inutilement  le  volume  ; 
elles  peuvent  d’ailleurs  répandre  du 
jour  fur  düFérens  points  de  l’hiftoire 
des  Mathématiques , & faire  connoî- 
tre  un  grand  nombre  de  tables  fub- 
fidiaires  peu  connues. 

Quant  à l’exaffitude  de  la  correc- 
tion, je  compte  quelle  ne  le  cédera 
en  rien  à celle  de  l’original  ; j’ai  com- 
paré avec  foin  tous  les  calculs,  & 
en  ayant  refait  un  grand  nombre 
moi-même , j’ai  pu  corriger  pluheurs 
fautes  indépendamment  de  celles  qui 
étoient  indiquées  dans  \ Errata. 

Élémens 
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E L E M E N s 

D'ALGEBRE. 
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PREMIERE  PARTIE, 

Où  U on  traite  de  V Analyfe  déterminée. 


(• 


■) 


SE  CT  ION- PREMIERE. 

Dt$  differentes  Méthodes  de  calcid pour  les  grandeurs 
Jimples  ou  incomplexes.  • 

' ■'■■■'■■■■  < ' '■» 

CHAPITRE  PREMIER. 

DES  MATHÉMATIQUES  EN  GÉNÉRA Li 

I. 

^ N nomme  grandeur  ou  quantité  ^ 
tout  ce  qui  eft  fufceptible  d’aug- 
mentation & de  diminution. 

Une  fomme  d’argent  eft  donc  une  quan- 
Tome  1.  A 
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tité  , puifqu’on  peut  y ajouter  & qu’on  peut 
en  ôter. 

il  en  eft  de  même  d’un  poids  &.  d’autres 
chofes  de  cette  nature. 

2. 

On  voit  donc  facilement  qu’il  doit  y 
avoir  tant  de  différentes  efpeces  de  gran- 
deurs , qu’il  feroit  même  difficile  d’en  faire 
l’énumération  : & voilà  l’origine  des  diffé- 
rentes Parties  des  Mathématiques , chacune 
' ^ d’elles  s’occupant  d’une  efpece  particulière 
de  grandeurs.  Les  Mathématiques  en  gé- 
' héral  ae  font  autre  chofe  que  la  fcience  des 
quantités,  ou  la  fcience  qui  cherche  les 
moyens  de  les  mefurer. 

3' 

Or  nous  ne  pouvons  mefurer  ou  déter- 
miner une  quantité  , qu’en  regardant  uile 
autre  quantité  de  la  même  efpece  comme 
connue , 8c  en  indiquant  le  rapport  de  celle- 
ci  à celle-là. 
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Qu’il  s’agîfle , par  exemple , de  déter- 
miner la  quantité  d’une  fomme  d’argent , on 
regardera  comme  connu  un  louis , un  écu , 
ün  ducat  ou  quelqu’autre  monnoie , & on 
indiquera  combien  de  ces  pièces  font  con- 
tenues dans  ladite  fomme. 

De  meme , s’il  étoit  queftion  de  déter- 
miner la  quantité  d’un  poids , on  regarde- 
roit  un  certain  poids  comme  connu  j par 
èxemple,  une  livre  , un  quintal , .une  once, 
& on  indiqueroit  combien  de  fois  tel  ou  tel. 
poids  eft  contenu  dans  celui  qu’on  déter- 
mine. 

Veut-on  .mefurer  une  longueur  ou  une 
étendue  , on  fe  fervira  d’une  certaine  loi> 
gueur  connue , telle  qu  eft  un  pied, 

4- 

\ 

Ainfi  les  déterminations  ou  les  meftires 
de  grandeurs  de  toutes  efpeces,  reviennent 
à ceci  : Qu’on  fixe  d’abord  à volonté  une 
certaine  grandeur  de  la  même  efpece  que 
celle  qu’on  veut  déterminer , afin  de  la 

A ij 
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prendre  pour  mefure  ou  unité  i enfuite , qué 
Ton  détermine  le  rapport  qu’a  la  grandeur 
prefcrite  avec  cette  mefure  connue.  Ce 
rapport  s’exprime  toujours  par  des  nom- 
bres , d’où  il  s’enfuit  qu’un  nombre  n’eft 
autre  chofe  que  le  rapport  d’une  grandeur  à 
une  autre  prife  arbitrairement  pour  l’unité. 

5- 

Il  eft  évident  par-là  que  toutes  les  gran- 
deurs peuvent  être  exprimées  par  des  nom- 
bres , & qu’on  doit  faire  confifter  ce  fon- 
dement de  toutes  les  Sciences  Mathéma- 
tiques , dans  un  traité  complet  de  la  fcience 
des  Nombres  & un  examen  foigneuk  des 
différentes  maniérés  de  calculer  qui  peuvent 
fe  préfenter. 

On  nomme  cette  partie  fondamentale 
des  Mathématiques  , VAnalyfe  ou  VAlge^ 
bre  ( * ). 

('‘)  Plufieurs  Mathématiciens  diftinguent  entre  Ana~ 
lyfe  & Algèbre.  Ils  entendent  par  le  terme  A’Analyfe  la 
méthode  qui  çnfeigne  à trouver  ces  réglés  générales , aq 
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6. 


% 


On  ne  confidere  donc  dans  rAnalyfe , 
que  des  nombres  qui  repréfentent  des  quan- 
tités , fans  s’embarrafTer  des  efpeces  parti- 
culières des  Quantités.  C’ed  dans  les  autres 
parties  des  Mathématiques  qu’on  s’occupe 
de  ces  efpeces. 

♦ 

7- 

On-  traite  des  Nombres  en  particulier 
dans  Y Arithmétique  , qui  eft.  la  fcience  des 
Nombres  proprement  dite  ; mais  cette  fcience 
ne  s’étend  qu’à  de  certaines  façons  de  cal- 
culer qui  fe  préfentent  ordinairement  dans 
la  vie  commune.  L’Analyfe  au 'contraire 
comprend  généralement  tous  les  cas  qui 
peuvent  avoir  lieu  dans  la  doftrinc  & le 
calcul  des  Nombres. 

moyen  defquelles  on  foulage  l’efprit  dans  toutes  les 
recherches  mathématiques  ; & ils  nomment  Algèbre  l’inl- 
trument  que  cette  méthode  emploie  pour  y parvenir. 
C’eft  la  définition  que  M.  Be^^out  adopte  dans  la  Préface, 
de  fon  Algèbre, 

A iii 
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CHAPITRE  II. 
Explication  ^ — Moins^ 

8. 

UAND  il  s’agit  d’ajouter  à un  nombre 
donné  un  autre  nombre  , cela  s’indique  par 
le  figne^-j-  qu’on  met  devant  ce  le  coud 
nombre , & qu’on  prononce  plus.  Ainlî 
5 “h  3 qu’on  doit  ajouter  encore 

3 au  nombre  5 , & tout  le  monde  fait  qu’il 
en  réfultera  8 ; de  même  i z 7 font  i c>  ^ 
25  -|-i6  font  41  j la  fomme  de  25  -]-4i 
efl  65  J &c. 

9* 

On  a coutume  aufii  de  fe  fervir  du  mêrne 
/igné  -j-  plus pour  lier  enfembic  plubeurs 
nombres  j par  exemple  : 7-{“  5 "|“9  lignifie 
qu’au  nombre  7 il  faut  ajouter  5 & de  plus 
encore  9,  ce  qui  fait  21.  On  comprend 
donc  ce  que  fignifie  la  formule  fuivante: 

^ + î + M + 1 1 + I + 3 + 10  >, 
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^ravoir,  la fomme  de  tous  ces  nombres, 
qui  fait  5 1 , 

10. 

Tout  cela  ne  peut  qu’être  clair , & il 
refte  à faire  obferver  que  dans  l’Analyfe 
on  indique  les  nombres  d’une  maniéré  gé- 
nérale par  des  lettres,  comme  a,  b d, 
&c.  Ainfi  , quand  on  écrit  ci-\-b  , cela 
fignifie  la  fomme  des  deux  nombres  qu’on 
a exprimés  par  a ù , ces  nombres 
peuvent  être  très-grands  ou  très-petits.  De 
même  b --\-x , lignifie  la  fomme 

des  nombres  indiqués par  cc-s  quatre  lettres. 

Il  fufiira  donc  toujours  de  favoir  quels 
nombres  ont  été  indiqués  pcfr  de  telles  lettres' 
pour  trouver  auffi-tot , par  l’Arithmétique  , 
les  fommes  ou  les  valeurs  de  pareilles  for-^ 
mules,-  - 


. lU  . . 

Quand  il  efi:  qUelHon , au  contraire  ; 
doter  ou  de  fouftraire  un  nombre  d’un 

A iv 
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autre  nombre  , on  indique  cette  opération 
par  le  ligne  — , qui  lignifie  moins , & qu’on 
met  devant  le  nombre  à fouftraire  : ainli 
8-ç  ^ 

lignifie  que  le  nombre  ç doit  être  ôté  du 
nombre  8 j ce  qui  étant  fait  il  relie  3 , com- 
me perfonne  ne  l’ignore.  De  même  12 — 7 
ell  autant  que  5 , 20 — 1 4 ell  autant 
que  6 , &c. 

» 

12. 

Il  peut  arriver  auffi  qu’on  ait  plulieursi 
nombres  à fouftraire  d’un  feul  nombre.  C’eft 
le  cas  de  cet  exemple  : 

50— 1 — 3 — 5—7  — 9- 

Çela  lignifie  : Otez  d’abord  i de  50 , il  relie 
49  j ôtez  3 de  ce  relie , il  reliera  46  ; ôtezT 
en  ençor4  5 , relient  41  j ôtez  enfuite  7, 
il  relie  34  ; ôtez-en  enfin  9 , relient  25  ; 
ik  ce  dernier  relie  ell  la  valeur  de  la  for- 
mule propofée.  Mais  comme  les  nombres 
I J 3 » 5 î 7 î 9 ^ fouftraire  , il 

revient  au  même  de  fouftraire  leur  fomme , 
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qui  eft  25 , toute  à la  fois  de  50  j le  refte 
fera  25  , comme  auparavant. 

11  eft  de  même  très-facile  de  déterminer 
la  valeur  jîè  pareilles  formules , où  les  deux 
lignes  plus  & — moins  fe  rencontrent} 
par  exemple  : 

12  — 3 — 5-f-î  — I eft  autant  que  5 . 

Il  n’y  a qu’à  prendre  féparément  la  fomme 
des  nombres  précédés  du  ligne  ^ & en 
ôter  celle  des  nombres  précédés  de  — . La 
fomme  de  1 2 & de  2 eft  1 4 , celle  de  3 , 
3 & I , eft  9 } or  9 étant  ôté  de  14*,  il 
refte  5. 

14. 

On  s’appercevra  bien  par  ces  exemples 
que  l’ordre  des  nombres  qu’on  écrit  eft  très- 
indifférent  & tout-à-fait  arbitraire , pourvu 
qu’on  conferve  à chacun  fon  ligne.  Rien 
n’empêcheroit  de  mettre  à la  place  de  la 
formule  du  § précédent  celles-ci: 

|2-f2  — 5— -3--I}  ou  2— I— 3 — 5-fl2} 

ou  2-fl2— 3— I— Ç} 
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OU  encore  d’autres  i & il  faut  remarquer 
que  dans  la  formule  propofée , le  figne 
eft  cenfé  être  mis  devant  le  nombre  1 2, 

15- 

On  n’aura  plus  de  difTicultés  non  plus 
quand,  pour  généralifer  ces  procédés,  on 
voudra  fe  fervir  de  lettres  à la  place  de 
nombres  réels.  Il  ell  clair,  par  exemple, 
que 

a — ,b  — c-^d — e, 

fignifie  qu’on  a des  nombres  exprimés 
par  a d f &c  que  de  ces  nombres , ou  de 
leur  fomme  , il  faut  ôter  les  nombres  ex-;- 
primés  par  les  lettres  6 , c , e , di  précédés 
du  ligne  —, 

16. 

» 

Il  importe  donc  principalement  ici  de 
favoir  quel  figne  fe  trouve  devant  chaque 
nombre.:  De-là  vient  que  dans  l’Algebre , 
les  quantités  limples  font  les  nombres  con- 
lidérés  avec  les  lignes  qui  les  précèdent 
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OU  qui  les  affectent.  On  nomme  quantités 
pojîtives , celles  devant  lefquelles  fe  trouve 
le  ligne  ; & quantités  négatives  ^ celles 
qui  font  alFeftées  du  ligne  — . 

17- 

La  maniéré  dont  on  a coutume  d’indi- 
quer les  biens  d’une  perfonne , eft  très- 
propre  à éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire.  On  indique  par  des  nombres  politifs  , 
& moyennant  le  ligne  , ce  qu’un  homme 
polTede-réellement , au  lieu  que  fes  dettes 
fe  repréfentent  par  des  nombres  négatifs, 
ou  par  le  moyen  du  ligne  — . Ainli  quand 
on  dit  de  quelqu’un  qu’il  a loo  écus  , mais 
qu’il  en  doit  5 o , c’ell  dire  que  fon  bien 
fe  monte  à 

100  — 5 O î ou , ce  qui  ell;  la  même  chofe  , 
+ 100—50,  c’eft-à-dire  5 o. 

18. 

Puifque  les  nombres  négatifs  peuvent 
être  confidérés  comme  des  dettes , en  tant 
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que  les  nombres  pofitifs  indiquent  des  biens 
effeftifs , on  peut  dire  que  les  nombres  né- 
gatifs font  moins  que  rien.  Ainfi  quand  un 
homme  ne  poffede  rien  , & qu’il  doit  même 
JO  ecus , il  efl  certain  qu’il  a jo  écus  de 
moins  que  rien  j car  fi  quelqu’un  lui  faifoit 
préfent  de  5 o écus  pour  payer  fes  dettes , 
il  ne  feroit  encore  qu’au  point  de  n avoir 

rien , quoiqu  il  fut  devenu  plus  riche  ciu’il 
n’étoit, 

19. 

De  même  donc  que  les  nombres  pofitifs 
font  inconteftablement  plus  grands  que 
rien , les  nombres  négatifs  font  plus  petits 
que  rien.  Or  on  obtient  des  nombres  po- 
fitifs en  ajoutant  i ko,  c’eft-à-dire,  à rien, 
& en  continuant  d’augmenter  ainfi  toujours 
de  l’unité.  C’eft-là  l’origine  de  la  fuite  des 
nombres  qu  on  nomme  nombres  naturels  j 
en  voici  les  premiers  termes  : 

O,  + 1 , + 2,  -}-3 , +4,  + 5 , +6^  _j_g^  ^ ^ 

& ainfi  de  fuite  à l’infini. 


I 
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Mais  fi  au  lieu  de  continuer  ainfi  cette 
l'uite  par  des  additions  fucceffives  on  la  con- 
tinuoit  dans  le  feris  contraire , en  retran- 
chant perpétuellement  l’unité  , on  auroit 
la  fuite  , ou  férié  fuivante , des  nombres 
négatifs  : 

O,  I,  2,  3»“4>  5»  — 7>  — 9f — 

& ainfi  de  fuite  jüfqu’à  l’infini. 

20. 

Tous  ces  nombres  tant  pofitifs  que  néga- 
tifs , ont  le  nom  connu  de  nombres  entiers  ; 
iefquels  par  conféquent  font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  rien.  On  les  nomme 
nombres  entiers^  pour  les  diftinguer  d’avec 
les  nombres  rompus  , & d’avec  plufieurs 
autres  efpeces  de  nombres  dont  nous  par- 
lerons dans  la  fuite.  Car  5 o , par  exemple, 
étant  plus  grand  d’une  unité  entière  que  49 , 
on  comprend  facilement  qu’il  peut  y avoir 
entre  49  & 5 o une  infinité  de  nombres  in- 
termédiaires, tous  plus  grands  que  49 , & 
pourtant  tous  plus  petits  que  50.  On  n’a 
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qu’à  fe  repréfenter  deux  lignes , Tune  lon- 
gue de  5 O pieds , l’autre  longue  de  49  pieds^ 
on  conçoit  aifément  qu’on  peut  tirer  un 
nombre  infini  de  lignes  toutes  plus  longues 
que  49  pieds  , & plus  courtes  cependant 
que  50  pieds.  ; 

21. 

Il  importe  extrêmement  dans  toute  l’Al-  s 

gebre , que  l’on  fe  faffe  une  idée  nette  de  j 

ces  quantités  négatives  dont  il  a été  quef-  % 

tion.  Je  me^ contenterai  de  faire  remarquer 
ici  d’avance  que  toutes  ces  formules  , par  . 

exemple , 

‘-|-i  — I,  -^2 — 2,  -|“3  — 3,  “}“4  4,  &c* 

valent  o ou  rien.  Enfuite  que  1 

2 — 5 vaut  — 3.  ] 

Car  fi  quelqu’un  a 2 écus  & qu’il  en  doivd 
5 , non-feulement  il  n’a  rien  , mais  il  doit 
encore  3 écus:  de  même 

7 — 12  eft  autant  que  — 5 ; 

&2J — 40  vaut — ^154 
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22. 

Les  mêmes  chofes  doivent  s'obferver, 
quand  on  emploie  d’une  maniéré  plus  gé- 
nérale des  lettres  au  lieu  de  nombres  ; on 
aura  toujours  o ou  rien  pour  la  valeur , 
de  a — a.  Veut-on  favoir  enfuite  ce  que 
fignifie , par  exemple,  l’on  con- 

fidérera  deux  cas  : 

Le  premier  a lieu  quand  a eft  plus  grand 
que  ù i il  faut  alors  fouftraire  ^ de  a & le 
refte  , devant  lequel  on  mettra  ou  l’on  fup- 
pofera  le  ligne  -|- , qui  indique  la  valeur 
cherchée. 

Le  fécond  cas  eft  celui  où  a eft  plu§  petit 
que  h ; on  fouftraira  dans  ce  cas  a de  ^ , & 
on  prendra  le  refte  négatif,  en  lui  donnant 
le  ligne  — , ce  fera  la  valeur  cherchée. 
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CHAPITRE  III. 

D&  la  multiplication  des  Quantités  Jîmples^ 

V^UAND  on  a deux  ou  plufieurs  nombres 
égaux  à ajouter  enfemble  , on  peut  expri- 
mer cette  fomme  d’une  maniéré  abrégée  9 
par  exemple  : 

a-^a  eft  autant  que  i.aSc 

fl-j-a-j-a j.aj  de  même 

a-|-a-|-a-|-a  4.a,  & ainfî  de  fuites 

C’eft  ainfi  qu’on  peut  prendre  une  idée 
de  la  multiplication,  & il  faut  remarquer 
que: 

2. a lignifie  2 fois  a & 

5 fois  a & 

4.a 4 fois  a,  &c, 

* 24. 

S’il  s’agit  donc  de  multiplier  un  nombre 
exprimé  par  une  lettre  , avec  un  nombre 

quelconque , 
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quelconque , on  met  fimplement  ce  nombre 
devant  la  lettre;  ainfi 

a multiplié  par  20  fait  20  a , & 
b multiplié  par  30  donne  30  i,  &c. 
On  voit  aufli  que  c pris  une  fois , ou  i £ 
eft  autant  que  c. 

2 5. 

Il  eft  de  plus  facile  de  multiplier  de  fem* 
Jilables  produits  encore  par  d’autres  nom* 
bres  ; par  exemple  : 

2 fois  3 a fait  6 a, 

3 fois  4 b ftiit  1 2 b, 
ç fois 

7 ^ fait  35 

Et  ces  produits  peuvent  fe  multiplier  en- 
core paç  d’autres  nombres  à volonté. 

26. 

A^;-îQuand  le  nombre  par  lequel  on  devroic 
multiplier  , eft  auffi  repréfenté  par  une 
lettre  , on  la  met  immédiatement  devant 
l’autre  lettre  ; ainfi  quand  il  s’agit  de  mul- 
tiplier b par  a , le  produit  doit  s’écrire  ab  ; 
Tome  1,  B 
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^ P (}  ^era  le  produit  de  la  multiplication 
du  nombre  q par  p.  Si  l’on  multiplioit  ce 
P q encore  par  a on  obtiendroit  a p q. 


27. 


Il  faut  bien  remarquer  qu’ici  l’ordre  des 
lettres  jointes  enfemble  eft  indifférent  ; que 
eft  la  même  chofe  que  bai  car  b mul- 
tiplié par  a fait  autant  que  a multiplié  par  b. 
Pour  comprendre  ceci  on  n’a  qu’à  prendre 
pour  a&L  b des  nombres  connus , comme 
3 & 4 J la  chofe  fera  claire  par  elle-même  : 
3 fois  4 font  autant  que  4 fois  3. 

28. 


On  n’aura  pas  de  peine  à voir , que  quand 
il  s’agit  de  mettre  des  nombres  à la  place 
des  lettres  jointes  enfemble  de  la  maniéré 
qu’on  a vu.,  on  ne  peut  pas  les  écrire  de  la 
même  maniéré  l’un  à côté  de  l’autre.  Car 
h l’on  vouloir  écrire  34  pour  3 fois  4,  ce 
feroit  mettre  34  & non  pas  1 2.  On  a donc 
foin  , quand  il  s’agit  d’une  multiplication  de 


b 
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nombres  ordinaires , de  les  féparer  par  des 
points:  ainfi  3.4  lignifie  3 fois  4,  c’eft-à- 
dire  12.  De  même  1.2  eft  autant  que  2j 
& 1.2.3  fait  6.  Pareillement  1.2.3.4.56 
fait  1344;  & 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10  vaut 
3628800 , &c. 

19. 

On  peut  aufli  conclure  de-là  ce  que  ligni- 
fie une  quantité  de  cette  forme  ^.y.S.ahcd, 
Elle  montre  que  5 doit  fe  multiplier  par  7 , 
& qu’il  faut  multiplier  ce  produit  encore  par 
8 j enfuite  qu’il  faut  multiplier  ce  produit 
des  trois  nombres , par  a , & puis  par  h & 
puis  par  c , & enfin  par  d.  On  remarquera, 
de  plus  qu’on  peut  écrire  à la  place  de  5 .7.8 
fa  valeur,  laquelle  eft  280  ; car  c’eft  ce  qui 
vient , quand  on  multiplie  par  8 le  produit 
de  5 par  7 , ou  35. 

30. 

On  aura  remarqué  que  nous  avons  nom- 
mé PRODUITS  les  formules  qui  naiftent  de 

Bij 
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la  multiplication  de  deux  ou  plufieurs  nom- 
bres. Il  faut  obferver  aufli  qu’on  nomme 
faveurs  les  nombres  ou  les  lettres  ifolées. 

31- 

Jufqu’ici  nous  n’avons  confidéré  que  des 
nombres  pofitifs , & il  n’y  a pas  eu  lieu  de 
douter  que  les  produits  que  nous  avons  vu 
fe  former  ne  fuffent  pofitifs  de  même  : favoir 
-j-a  par  -^b  doit  donner  néceffairement 
Mais  il  faudra  examiner  à part  ce 
qui  doit  provenir  de  la  multiplication  de-j-a 
par  — b , & de  — a par  — b, 

.32. 

Commençons  par  multiplier  — a par  3 
ou  -j-  3 J or  puifque  — a peut  être  confi- 
déré comme  une  dette , il  eft  clair  que  fi 
l’on  prend  trois  fois  cette  dette  , elle  doit 
aufli  devenir  trois  fois  plus  grande , & par 
conféquent  le  produit  cherché  eft  — 3 a. 
De  même  s’il  s’agit  de  multiplier  — a 
par  , on  obtiendra  — ba^  ou , ce  qui 
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efl:  la  même  chofe , — ab.  Nous  tirons  de  là 
la  conféquence  , qu’une  quantité  pofitive 
étant  multipliée  par  une  quantité  négative , 
le  produit  eft  négatif  j & nous  prenons  pour 
réglé , que  -|-  par  -j-  fait  ou  plus , & 
qu’au  contraire  par  — , ou  — par  bi- 
donne — ou  moins, 

33- 

Il  nous  refte  à réfoudre  encore  ce  cas  où 

— eft  multiplié  par  — , ou  , par  exemple , 

— a par  — b.  Il  eft  évident  d’abord  que, 
quant  aux  lettres , le  produit  fera  ab  ; mais 
il  eft  incertain  encore  ft  c’eft  le  ligne  -j- , 
ou  bien  le  ligne  — qu’il  faut  mettre  devant 
ce  produit  ; tout  ce  qu’on  fait , c’eft  que 
ce  fera  ou  l’un  ou  l’autre  de  ces  lignes.  Or 
je  dis  que  ce  ne  peut  être  le  ligne  — : car 

— a par  -\-b  donne  — ab ^ ôz  — a par 
s — b ne  peut  produire  le  même  réfultat  que 

— a par  -j-^  > on  réfulter 

l’oppofé  , c ’eft- à-dire  , -\-ab}  par  confé- 
quent  nous  avons  cette  réglé  : — multiplié 

B iij 
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par  — fait  -|- , de  même  que  -f-  multiplié 

par  +. 

34- 

Les  réglés  que  nous  venons  de  déve- 
lopper s’expriment  plus  brièvement  de  la 
maniéré  qui  fuit 

Deux  lignes  égaux  ou  femblables,  mul- 
tipliés l’un  par  l’autre  , donnent  -{-  ; deux 
lignes  difTemblabics  , ou  contraires  , don- 
nent — . Ainfi  quand  il  s’agit  de  multiplier 
enfcmble  ces  nombres-ci:  -fa,  —l’y  —c,  i 
on  a d’abord  -\-a  multiplié  par  — b , fait 
— ab  ; ceci  par  — c , fait  , & ceci 

enfin  multiplié  par  -|-  dy  fait  -^abed. 


Les  difRcultés  à l’égard  des  lignes  étant 
levées,  nous  n’avons  plus  qu’à  faire  voir 
comment  on  doit  multiplier  enfemble  des 
nombres  qui  font  déjà  des  produits  eux- 
mêmes.  S’il  s’agit , par  exemple , de  mul- 
tiplier le  nombre  db  par  le  nombre  cd^ 


Digilized  by  Coogl 


I>  A L C E B R E.  23 

le  produit  fera  a^cc/,  & il  provient  de  ce 
qu’on  multiplie  d’abord  a b par  c , & enfuite  ' 
le  réfultat  de  cette  multiplication  encore 
par  d.  Ou  bien  s’il  s’agiffoit  de  multiplier 
36  par  1 2 : puifque  1 2 eft  autant  que  3 fois 
4,  on  n’auroit  qu’à  multiplier  36  d’abord 
par  3 , & enfuite  le  produit  108  encore 
par  4 , pour  avoir  le  produit  total  de  la 
multiplication  de  i 2 par  36 , lequel  efl  par 
conféquent  432. 

36. 

Mais  fi  l’on  vouloir  multiplier  ^ ab  par 
3 cd^  on  pourroit  à la  vérité  écrire  3 cal 
ab  i cependant  comme  il  ne  s’agit  pas  ici 
de  l’ordre  des  nombres  à multiplier  enfem- 
ble , on  fera  mieux  de  mettre , comme  c’ell 
aufîi  la  coutume  , les  nombres  ordinaires 
devant  les  lettres , & d’exprimer  le  produit 
de  cette  maniéré:  <^.‘^abcd,  ou  i^abcd} 
parce  que  5 fois  3 eft  autant  que  1 5 . 

De  même  fi  l’on  avoir  à multiplier  1 2 pqr 
par  7 xy , on obtiendroit  ii.j pqrxy,  ou 
84  pqrxy,  B iv 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  nature  des  Nombres  entiers  , eu  égard 
à leurs  facteurs, 

N : . 

J.  ^ O U s avons  remarque  qu’un  produit 
tire  fbn  origine  de  la  multiplication  de  deux 
ou  de  plufieurs  nombres  les  uns  par  les 

autres , & qu’ôn  nomme  ces  nombres  des 
facteurs. 

Ainfi  ce  font  les  nombres  b,  c,  d,  qui 
font  les  faéleurs  du  produit  abcd, 

38. 

Si  l’on  confidere  donc  tous  les  nombres 
entiers  en  tant  qu’ils  peuvent  provenir  de 
la  multiplication  de  deux  ou  de  plufieurs 
nombres  entr’eux,  on  trouvera  bientôt  que 
quelques-uns  ne  fauroient  réfulter  d’une  pa- 
reille multiplication,  & n’ont  par  confé- 
quent  point  de  fafteurs,  tandis  que  d’autres 
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peuvent  être  les  produits  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  multipliés  enfemble  , & 
peuvent  par  conféquent  avoir  deux  ou  plu- 
sieurs fafteurs.  Ceft  ainfi  que  : 

4 eft  autant  que  2.2  j que  6 eft  autant 
que  2.3  ; que  8 eft  autant  que  2.2.2  j ou 
27  autant  que  3.3.3  i & 10  autant  que 
2.5 , &c. 

• 39. 

Mais  d’un  autre  côté  les  nombres  2,3, 
5,7,11,  13,17,  &c.  ne  peuvent  être  repré- 
fentés  de  la  même  façon  par  des  fafteurs , 
à moins  qu’on  ne  voulût  employer  pour 
cet  effet  l’unité , & repréfenter  2 , par  exem- 
ple , par  1.2.  Or  les  nombres  qui  font  mul- 
tipliés par  I , reftant  les  mêmes , on  n’a  pas 
jugé  à propos  de  compter  l’unité  parmi  les 
faéfeurs. 

Tous  ces  nombres  donc,  2,  3, 5,7, 1 1, 
13,  17,  &c.  qui  ne  peuvent  pas  s’indiquer 
par  des  faéieurs , ont  été  nommés  nombres 
Jimples  y ou  nombres  premiers  i au  lieu  que 
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les  autres,  comme  4,  (j,  8,  9,  10,  12,  14, 
1 5, 16, 1 8 , &c.  qui  peuvent  être  repréfen- 
tés  par  des  faêleurs  , s’appellent  des  nonu 
bres  compofés. 


40. 

Les  nombres  Jlmples  ou  premiers  méritent  • 
donc  une  attention  particulière  , par  la  rai- 
fon  qu’ils  ne  proviennent  ^pas  de  la  mul- 
tiplication de  deux  ou  de  plufieurs  nom-  ' 
bres.  Il  eft  fur -tout  digne  de  remarque, 
que  fl  l’on  écrit  ces  nombres  dans  leur  ordre 
naturel  comme  ils  fe  fuivent , 

1 3’  19»  23,  2c;,  31,  37,4i,43>47î  (*) 

(*)  On  trouve  tous  les  nombres  premiers  depuis  i 
iuf'qu’à  100000  dans  les  tables  de  Diviieur  , dont  je  par- 
lerai à l’art,  -jzo  de  la  quatrième  feclion.  Mais  on  a de 
plus  des  tables  particulières  des  nombres  premiers  qui 
vont  depuis  i jufqu’à  loicoo,  & qui  ont  été  publiées 
à Kalle  par  T»!.  Krugir,  dans  un  Ouvrage  Allemand  in- 
titulé Pcnfics  fur  l’ Algèbre  ; M.  Kruger  les  avoit  eues  en 
manuferit  de  celui  qui  les  avoit  calculées , & qui  fe  nom- 
moit  Pierre  Jaeger.  M.  Lambert  a continué  ces  tables  juf- 
qu’à  102000 , & les  a redonnées  dans  fes  Supplémens 
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on  n’y  remarque  point  d’ordre  régulier; 
leurs  augmentations  font  tantôt  plus  gran- 
des , tantôt  moindres  ; & jufqu’à  préfent 

aux  Tables  Logarithmiques  & Trigonométriques  , imprî- 
mées  à Berlin  en  1770,  Ouvrage  qui  contient  auffiplu- 
iîeurs  autres  tables  qui  peuvent  être  d’une  grande  utilité 
dans  les  différentes  parties  des  Mathématiques , & des 
éclairciffemens  qu’il  feroit  trop  long  de  rapporter  ici. 

L’Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris  poffede  des 
tables  de  nombres  premiers , qui  lui  ont  été  préfentées 
par  le  P.  Mercafld  de  l’Oratoire  , & par  M.  du  Tour  i 
mais  elles  n’ont  pas  été  publiées  : il  en  eft  parlé  dans  la 
tome  V des  Mémoires  étrangers  préfentés  à l’Académie  , 
à l’occafion  d’un  Mémoire  de  M.  Rallier  des  Ourmes  , 
Conl'eiller  d’Honneur  au  Prélidial  de  Rennes , qui  fa 
trouve  dans  ce  volume  , & l’Auteur  y expofe  une  mé- 
thode  facile  de  trouver  les  nombres  premiers. 

On  trouve  dans  le  même  volume  un  autre  Mémoire 
de  M.  Rallier  des  Ourmes , qu’il  a intitulé  Méthode  nou- 
velle de  divifion  , quand  le  dividende  efl  multiple  du  divifeur, 
& fe  peut  par  conséquent  divifer  fans  refle  , & d’extraélloa 
4e  racines  quand  la  puiffance  ejl  parfaite.  Cette  méthode 
plus  curieufe  à la  vérité  qu’utile  , n’a  prel'que  rien  do 
commun  avec  la  méthode  ordinaire  ; elle  qft  très-facile 
elle  a cette  fingularité,  que  pourvu  qu’on  connoill'e 
autant  de  chiffres  fur  la  droite  du  dividende  ou  de  la  puii- 
fance  , que  le  quotient  ou  la  racine  doivent  avoir  de 
chiffres  , on  peut  fe  paffer  des  chiffres  qui  les  précèdent. 
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on  n’a  pu  découvrir  fi  elles  fe  font  fuivant 
une  certaine  loi  ou  non.  • 

41- 

Les  nombres  compofés , qui  peuvent  être 
repréfentés  par  des  fafteurs  , proviennent 
tous  des  nombres  premiers  fufdits  , c’eft-à- 
dire  que  tous  leurs  faêieurs  font  des  nombres 
premiers.  Car  fi  l’on  trouve  un  fafteur  qui 
ne  foit  pas  un  nombre  premier  , on  peut 
toujours  le  décompofer  & le  repréfenter 
par  deux  ou  plufieurs  nombres  premiers. 
Quand  on  a indiqué  , par  exemple , le 
nombre  30  par  5.6 , on  voit  que  6 n’étant 
pas  un  nombre  premier,  mais  valant  2.3  , 
on  auroit  pu  indiquer  30  par  5.2.3  , ou 
par  2.3.5  j c’eft-à-dire , par  des  fafteurs  qui 
font  tous  des  nombres  premiers. 

& obtenir  de  meme  le  quotient.  M.  Rallier  des  Ourmes 
s>’eft  ouvert  cette  nouvelle  route  au  moyen  de  quelques 
réflexions  fur  les  nombres  qui  terminent  les  expreffions 
numériques  des  produits  ou  des  puifl'ances,  une  elpecc 
de  nombres  que  j’ai  remarqués  aufli  dans  d’autres  occa- 
fions  qu’il  étoit  utile  de  confidérer. 
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42. 

Si  l’on  réfléchit  maintenant  fur  ces  nom- 
bres compofés  réfolubles  en  nombres  pre- 
miers , on  y remarquera  une  grande  diffé- 
rence ; on  verra  que  les  uns  n’ont  que  deux 
de  ces  fafteurs , que  d’autres  en  ont  trois , 
& que  d’autres  encore  en  ont  un  plus  grand 
nombre.  Nous  avons  déjà  vu , par  exem- 
ple , que 

4 eft  autant  que  1.1 , 6 autant  que  2.3  , 

« 2.1.1,  9 3.3, 

10 1.5 , Il 

14 1.7,  15  - 3.5, 

16  — — — 1.1. 1.1.  & ainfi  de  fuite. 

43- 

On  conclura  aifément  de-là  comment 
on  doit  déterminer  les  fafteurs  Amples  d’un 
nombre  quelconque. 

Soit  propofé  pour  exemple  le  nombre 
360 , on  le  repréfentera  H’abord  par  2, 1 80. 
Or  180  elt  autant  que  2.90,  & 

90  — — — 2.45 , & 

45  — — — 3.15,  & enfla 

— -r  — 3.5. 
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Par  conféquent  le  nombre  360  peut  être 
repréfenté  par  les  faveurs  lîmples  que 
voici  : 

puifque  tous  ces  nombres  multipliés  enfem- 
ble  produifent  360  (*). 

44. 

Nous  voyons  donc  par  tout  cela  , que 
les  nombres  premiers  ne  peuvent  pas  être 
divifés  par  d’autres  nombres  , & que  d’un 
autre  côté  on  trouve  les  fafteurs  (impies 
des  nombres  compofés  , le  plus  commo- 
dément & le  plus  furement , en  cherchant 
les  nombres  (impies , ou  premiers  , par 
lefquels  ces  nombres  compofés  font  divi- 
(ibles.  Mais  on  a befoin  pour  cela  de  la 
divifion  ; nous  allons  donc  expliquer , dans 
le  chapitre  fuivant , les  réglés  de  cette 
opération. 

(")  On  trouvé  à la  fin  d’une  Arithmétique  Allemande 
de  Poétius,  publiée  à Leipfick  en  1728  , une  table  où 
toiîs  les  nombres  depuis  i jufqu’à  10000  font  reprélentés 
de  cette  maniéré  par  leurs  fadeurs  fimples. 
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CHAPITRE  V. 


De  la  divijion  des  Quantités  Jimples, 


45- 


U A N D il  s’agit  de  décompofer  un 
nombre  en  deux  , trois  ou  plufieurs  parties 
égales , on  le  fait  par  le  moyen  de  la  di~ 
vifion , laquelle  nous  apprend  à déterminer 
la  grandeur  d’une  de  ces  parties.  Quand 
on  veut  , par  exemple  , décompofer  le 
nombre  1 2 en  trois  parties  égales , on  trouve 
par  la  divifion  que  chacune  de  ces  parties 
eft-  égale  à 4. 

Voici  quelques  expreffions  dont  on  fe 
fert  dans  cette  opération.  Le  nombre  qu’on 
doit  décompofer  ou  divifer s’appelle  le 
dividende  ; le  nombre  des  parties  égales 
qu’on  cherche  fe  nomme  le  divifeur  ; la 
grandeur  d’une  de  ces  parties , déterminée 
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par  la  divifion , s’appelle  le  quotient  j ainû 
dans  l’exemple  cité  : 

Il  eft  le  dividende  y 

3 eft  le  divifeur^  & 

4 eft  le  quotient. 

46. 

Il  s’enfuit  de-là  , que  fi  l’on  divife  un 
nombre  par  2 ou  en  deux  parties  égales, 
il  faut  qu’une  de  ces  parties , ou  le  quotient, 
prife  deux  fois , faflè  exaftement  le  nombre 
propofé } & pareillement  que  fi  l’on  a un 
nombre  à divifer  par  3 , le  quotient  pris 
trois  fois  doit  redonner  le  même  nombre. 
Il  faut  en  général  que  la  multiplication  du 
quotient  par  le  divifeur  reproduife  toujours 
le  dividende. 


47- 

C’eft  auflî  pourquoi  on  prefcrit  pour  la 
divifion  la  réglé , de  chercher  un  nombre 
ou  quotient  tel , qu’étant  multiplié  par  le 
divifeur , il  en  réfulte  précifément  le  divi- 
dende. 
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dende.  Par  exemple  , s’il  s’agit  de  divifer 
3 5 par  5 , on  cherche  un  nombre  qui , mul- 
tiplié par  5 , produire  35.  Or  ce  nombre 
eft  7 , puifque  cinq  fois  7 fait  3 5.  La  façon 
de  parler  dont  on  fait  ufage  dans  ce  rai- 
fonnement , eft  celle-ci  : J en  3 5 j’ai  7 fois  5 
& 5 fois  7 font  3 5. 

48. 

On  fe  repréfente  donc  le  dividende 
comme  un  produit , duquel  un  des  fafteurs 
eft  égal  au  divifeur  , l’autre  faéleur  indi- 
quant enfuite  le  quotient.  Ainfi  en  fuppo- 
fant  qu’on  ait  63  à divifer  par  7 , on  cher^ 
chera  un  produit  tel , qu’en  prenant  7 pour 
un  de  fes  fafteurs , l’autre  fafteur  multiplié 
par  celui-ci  donne  exaftement  63.  Or  7.9 
eft  un  tel  produit , & par  conféquem  9 eft 
le  quotient  qu’on  obtient  en  divifant  6 y 
par  7. 

49- 

S’il  eft  queftion  à préfent  de  divifer  en 
général  un  nombre  ab  par  a , il  eft  évident 
Tome  /,  C 
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que  le  quotient  fera  b ; parce  que  a mul- 
tiplié par  b redonne  le  dividende  a b.  Il  eft 
clair  aufli  que  fi  l’on  avoit  à divifer  a b 
par  b , le  quotient  feroit  a, 

Ainfi  en  général  dans  tous  les  exemples 
de  diviiîon  qu’on  peut  avoir  faits,  fi  l’on 
divife  le  dividende  par  le  quotient , on  ob- 
tiendra de  nouveau  le  divifeur  : de  même 
que  24  divifé  par  4 donne  6 , 24  divifé 
par  6 donnera  4. 

50. 

Comme  tout  fe  réduit  à repréfenter  le 
dividende  par  deux  faéleurs , dont  l’un  foit 
égal  au  divifeur , l’autre  au  quotient , on 
comprendra  facilement  les  exemples  qui 
fuivent.  Je  dis  d’abord  que  le  dividende 
abc, divifé  par  a , donne  bc  ; car  û , mul- 
tiplié par  fait  abc;  pareillement  abc, 
étant  divifé  par  b,  on  aura  ac  } & abc  y 
divifé  par  ac , donne  b.  Je  dis  aufii  que 
\xmn,  divifé  par  3 /n,  fait  4 w ,•  car  3 m, 
multiplié  par  4 /Z , fait  iz  mn.  Mais  fi  ce 


' \ 
i 
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tnême  nombre  ir  mn  avoir  dû  être  divifé 
par  1 2 J on  auroit  obtenu  le  quotient  mn. 

51* 

Puifque  tout  nombre  a peut  être  exprimé 
par  I a ou.  un  a ^ il  eft  évident  que  fi  l’on 
avoir  à divifer  a ou  r a par  i , le  quotient 
feroit  le  même  nombre  a.  Mais  au  con- 
traire , fi  le  même  nombre  a ou  i a doit 
fe  divifer  par  a , le  quotient  fera  i » 

52- 

Il  n’arrive  pas  toujours  qu’on  peut  re- 
préfenter  le  dividende  comme  le  produit 
de  deux  faveurs  , dont  l’un  foit  égal  au 
•divifeur , & la  divifion  alors  ne  peut  pas 
fe  faire  de  la  maniéré  que  nous  avons  dit. 

Quand  on  a , par  exemple  ,24  a divifer 
par  7 , on  voit  d’abord  que  le  nombre  7 
n’efi:  pas  un  faéfeur  de  24;  car  7.3  ne  fait 
que  21  , & par  conféquent  trop  peu,  & 
7.4  fait  28  , qui  eft  déjà  plus  grand  que  24. 
Mais  on  voit  du  moins  par-là  que  le  quouent 

C ij 
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doit  être  plus  grand  que  3 , & plus  petit 
que  4.  Afin  donc  de  le  déterminer  exac- 
tement, on  emploie  une  autre  efpece  de 
nombres , qu’on  nomme  les  fraSions , & 
de  laquelle  nous  traiterons  dans  un  des 
chapitres  fuivans, 

53- 

Avant  qu’on  paffe  à l’ufage  des  fraftions  , 
on  a coutume  de  fe  contenter  du  nombre 
eiîtier  qui  approche  le  plus  du  quotient  vé- 
ritable , mais  en  faifant  attention  au  réjîdu 
qui  refie  j ainfi  l’on  dit , 7 en  24  j’ai  3 fois , 
& le  réfidu  eft  3 , parce  que  3 fois  7 ne 
fait  que  2 1 , & par  conféquent  3 de  moins 
que  24.  On  confidérera  de  la  même  ma- 
niéré les  exemples  fuivans  : 


34 

30 


5 c’efl-à  dire  que  le  divifeur  efl  6, 
que  le  dividende  efl  3 4, 
que  le  quotient  efl  ç, 

& que  le  réfidu  efl  4, 


/■ 
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41  4 ici  le  divifeur  eft 

36  le  dividende  eft 

5 le  quotient  eft 

& le  réfidu  eft 

Il  faut  obferver  la  réglé  fuivante  dans 
les  exemples  où  il  refte  un  réfidu. 


9> 
41 , 

4, 

5- 


Quand  on  multiplie  le  divifeur  par  le 
quotient , & qu’au  produit  l’on  ajoute  le 
réfidu , il  faut  qu’on  obtienne  le  dividende  ; 
c’eft  la  maniéré  de  vérifier  la  divifion , & 
de  voir  fi  l’on  a bien  calculé  ou  non.  C’eft 
ainfi  que  dans  le  premier  des  deux  derniers 
exemples , fi  l’on  multiplie  6 par  5 , & qu’au 
produit  30  on  ajoute  le  réfidu  4,  il  vient 
34  ou  le  dividende. 

De  même  dans  le  dernier  exemple , fi 
l’on  multiplie  le  divifeur  9 par  le  quotient  4, 
& qu’au  produit  36  on  ajoute  le  réfidu  5 ^ 
on  obtient  le  dividende  41. 


38 
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Il  ell  enfin  néceflaire  auffi  de  faire  re- 
marquer ici  à l’égard  des  fignes  -}-  plus  , 
— moins , que  fi  l’on  divife  -^ab  par 
4"  , le  quotient  fera  ^ , ce  qui  eft 
évident. 

Mais  que  s’il  s’agit  de  divifer  -\-ab  par 

— a , le  quorient  fera  — ; parce  que 

— a multiplié  par  — b fait  -\-ab.  Enfuite  : 
Que  fi  le  dividende  ell  — ab  ^ & qu’il 

s’agiTe  de  le  divifer  par  le  divifeur  -\-a, 
le  quo;ient  fera  — b ; parce  que  c’eft  — b 
qui , mulriplié  par  -]-  ^ » fait  — Enfin, 
que  s’il  eft  queftion  de  divifer  le  dividende 
■ — a b par  le  divifeur  — iz,  k quotient,fera 
~\-b  i parce  que  le  dividende  — a b eft  le 
produit  de  — a par  -j~  b, 

✓ 

56. 

La  divifion  admet  donc  quant  aux  fignes 
4-  & — les  mêmes  réglés  que  nous  avons 
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VU  avoir  lieu  pour  la  multiplication  j à 
favoir  : 

par  -f-  fait  -|-  : par  — fait  — : 

— par  -|-  fait  — : — par  — fait  ; 
ou  en  peu  de  mots , les  mêmes  lignes  don- 
nent plus  y les  lignes  contraires  donnent 
moins. 

Ainli  quand  ôn  divife  pq  par  — 3/7 j 
le' quotient  eft  — 6 q. 

De  plus:  — 30  xy  divilé  par  + Gy  donne  — ça; 

& — 54  abc  divifé  par  — 9 ^ donne  -j-6ac  ‘ 

car  J dans  ce  dernier  exemple  , — ^ l>  mul- 
tiplié par  6 ne  fait  — 6.9  a^c  y ou 
— 54  al>  c J mais  nous  croyons  à préfent 
en  avoir  alTez  dit  fur  la  divilion  en  quan- 
tités limples  J nous  ne  tarderons  donc  pas 
à palTer  à l’explication  des  fraêlions , après 
avoir  ajouté  encore  quelques  renaarques  fur 
la  nature  des  nombres,  eu  égard  à leurs 
divifeurs. 


t 
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CHAPITRE  VI. 


Des  propriétés  des  Nombres  entiers  par 
rapport  à leurs  divifeurs. 


58. 

OMME  nous  avons  vu  que  quelques 
nombres  l'ont  divilîbles  par  de  certains  di- 
vifeurs, pendant  que  d’I^itres  ne  le  font  pas, 
il  elî:  nécclfaire  pour  parvenir  à une  con- 
no’iTance  plus  particulière  des  nombres  , 

V 

de  bien  faire  attention  à cette  différence , 
tant  en  diftinguant  les  nombres  divilîbles 
par  des  divifeurs  de  ceux  qui  ne  le  font  pas  , 
qu’en  conlidérant  le  réfidu  qui  relie  dans 
la  divilion  de  ces  derniers.  Pour  cet  effet 
examinons  les  divifeurs  : 

59- 

Soit  d’abord  le  divifeur  1 j les  nombres 

( 

qui  peuvent  être  divifés  par  celui-là  font: 
Z J 4,  6,  S , 10,  II,  14,  16,  iS  J 20,  &c. 


l 


I 
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lefquels , comme  on  voit , croiffent  tou- 
jours de  deux  unités.  On  appelle  ces  nom- 
bres , quelque  loin  qu’ils  puiffent  fe  conti- 
nuer , des  nombres  pairs. 

Mais  il  eft  d’autres  nombres  ; à favoir: 

3>  5»  7,  9»  II»  *3»  M > ï7»  i9> 
qui  font  toujours  d’une  unité  plus  petits  ou 
plus  grands  que  ceux-là , & qu’on  ne  peut 
divifer  par  i , fans  qu’il  refte  le  réfidu  i j 
on  nomme  ceux-ci  les  nombres  impairs. 

Les  nombres  pairs  font  tous  compris  dans 
la  formule  générale  ra  ; car  on  les  obtient 
tous  en  mettant  fucceflivement  à la  place 
de  a les  nombres  entiers  i,  2^  3,4,  5,6,7, 
&c.  de-là  il  s’enfuit  que  les  nombres 
impairs  font  tous  compris  dans  la  formule 
2 a -j-  I , parce  que  2 a -j-  i eft  d’une  unité 
plus  grand  que  le  nombre  pair  2 a. 

Go. 

En  fécond  lieu  , foit  pour  divifeur  le 
nombre  3 : les  nombres  diviiibles  par  ce 
divifeur  font , 

'3,6^9,  ^*>2,4,  & ainfi  de  fuite. 
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Et  ces  nombres  peuvent  fe  repréfenter  paf 
la  formule  } a ,■  car  3 a divifé  par  3 donne 
le  quotient  a fans  refldu.  Tous  les  autres 
nombres  au  contraire  qu’on  voudroit  di- 
vifer  par  3 , donneront  i ou  2 de  réfidu , 
& font  par  conféquent  de  deux  fortes.  Ceux 
qui  après  la  divifion  laiffent  le  relie  i , font  : 

1,  4»  7»  10,  13  , 16,  19,  &c. 

& font  contenus  dans  la  formule  3 a -f-i  • 
mais  1 autre  efpece , où  les  nombres  qui 

donnent  le  relie  2 , font  : 

\ 

2,  5 , 8,  1 1,  14,  17,  20,  &-C. 

& la  formule  qui  les  exprime  générale- 
ment ell  3 a 2 J de  façon  donc  que  tous 
les  nombres  peuvent  s’indiquer  ou  par  3 a ^ 
ou  par  3 a I , ou  par  3 2. 

61. 

Suppofons  maintenant  que  4 foit  le  di- 
vifeur  en  quellion  , les  nombres  qu’il  di- 
vife  font: 

4,  8,  12,  16,  20,  24,  &c. 
lefquels  augmentent  régulièrement  par  4 
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& font  contenus  dans  la  formule  4 a.  Les 
autres  nombres,  c’eft-à-dire  ceux  qui  ne 
font  pas  divifibles  par  4 , peuvent  laifler  le 
réfidu  I , ou  être  de  i plus  grands  que  ceux- 
là  : comme 

*3»  17,  il,  25, &c. 

& être  par  conféquent  compris  dans  la  for- 
mule 4a-|-  I : 

ou  bien  ils  peuvent  donner  le  réfidu  2 j 
comme 

2.6,  îo,  14,  18,  22,  26,  &c, 

& s’exprimer  par  la  formule  4 a-}- 2 ; ou 
enfin  ils  donneront  le  refte  3 ; comme 

3. 7,  II,  15,  19,  23,  27,  &c. 

&:  feront  indiqués  par  la  formule  4a-|-3, 
Tous  les  nombres  entiers  poffibles  font 
donc  contenus  dans  l’une  ou  l’autre  de  ces 
quatre  expreffions  : 
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62. 

« 

Il  en  eft  à peu  près  4^  même  quand  le 
divifeur  eft  5 ; car  tous  les  nombres  divi- 
libles  par  celui-là  font  contenus  dans  la 
formule  5 ceux  qu’on  ne  peut  divifer 
par  5 , reviennent  à une  des  formules  qui 
fuivent  : 

& c’eft  de  la  même  maniéré  qu’on  pourra 
continuer  & confidérer  de  plus  grands  di» 
vifeurs. 

63. 

Il  eft  à propos  de  fe  rappeller  ici  ce 
qui  a été  dit  plus  haut  de  la  réfolution  des 
nombres  en  leurs  fafteurs  ftmples  } car 
tout  nombre , parmi  les  fafteurs  duquel  fe 
trouve 

2 ou  3 ou  4011 5 ou  7, 
ou  un  autre  nombre  quelconque , fera  di- 
vifible  par  ces  nombres.  Par  exemple  : 

60  étant  autant  que  2.2.3, 5 , ' 
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îl  eft  clair  que  6o  eft  divifible  par  2 , & 
par  3-&  par  5 O. 


('‘)  Il  y a quelques  nombres  qu’on  voit  affez  facile- 
Tnent  être  divifeurs  ou  non  d’un  nombre  propofé. 

Un  nombre  propofé  eft  divifible  par  2 , fi^le  dernier 
chiffre  eft  pair  ; il  eft  divifible  par  4 , fi  les  deux  derniers 
chiffres  font  divifibles  par  4 ; il  eft  divifible  par  8 , 11  les 
trois  derniers  chiffres  font  divifibles  par  8 ; & en  général 
il  eft  divifible  par  2",  fi  les  n derniers  chiffres  font  divi- 
fibles  par  2". 

Un  nombre  eft  divifible  par  3 , fi  la  fomme  des  chiffres 
eft  divifible  par  3 ; il  fe  dlvife  par  6 , fi  outre  cela  le  der- 
nier chiffre  eft  pair  ; il  eft  divifible  par  9 , fi  la  fomme 
tics  chiffres  peut  fe  divifer  par  9. 

Tout  nombre  dont  le  dernier  chiffre  eft  o ou  ç , eft 
divifible  par  5. 

Un  nombre  eft  divifible  par  1 1 , lorfque  la  fomme  du 
premier , du  troifieme  , du  cinquième  , &c.  chiffre  eft 
égale  à la  fomme  du  fécond , du  quatrième  , du  fixieme , 
&c.  chiffre. 

Il  eft  affez  facile  de  fe  rendre  ralfon  de  ces  réglés , & 
de  les  étendre  aux  produits  des  divifeurs  que  nous  venons 
de  confidérer  ; on  peut  imaginer  auffi  des  réglés  pour 
quelques  autres  nombres  , mais  l’application  en  feroit  or- 
dinairement plus  longue  que  l’effai  de  ladivifion  réelle. 

Je  dis , par  exemple  , que  le  nombre  53704689213  eft 
divifible  par  7 , parce  que  je  trouve  que  la  fomme  des 
chiffres  du  nombre  64004245433  eft  divifible  par  7 j c’eft 
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64. 

De  plus,  comme  la  formule  générale 
€ihcd  tù.  non- feulement  divilîble  par  a , & 
dffôccyScd,  mais  aulfi  par 

ac , ad,  bc  ,bd,  cd,  & par 
abc,  abd,  acd,  bcd,  & enfin  par 
abcd , c’eft-à-dire , par  fa  propre  valeur  ; 
il  s’enfuit  que  60,  ou  2.2.3. 5 » peut  fe 
divifer  non  - feulement  par  ces  nombres 
fimples  , mais  auffi  par  ceux  qui  font  com- 
pofés  de  deux  nombres  fimples,  c’eft-à- 
dire,  par  4,6,  10,  15. 

Et  pareillement  par  ceux  qui  font  com- 
pofés  de  trois  faéleurs  fimples,  c’eft: à-dire 
par  12,  20,  30  , & enfin  auffi  , par  60 
•même. 

65. 

Quand  on  aura  donc  repréfenté  un  nom- 

que  ce  fécond  nombre  eft  formé  , fuivant  une  réglé  afles 
fimple , des  réfidus  qu’on  trouve  en  divifant  par  7 les 
nombres  10,  100,  looo  , &c.  20,  200,  2000,  &c.  juf- 
qu'à  60 , 600 , 6000  , &.C. 
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bre  pris  à volonté , par  fes  fafteurs  fimples , 
il  fera  très-facile  d’indiquer  tous  les  nom- 
bres par  lefquels  celui-là  pourra  être  divifé. 
Car  on  n’a  qu’à  prendre  d’abord  les  fac- 
teurs (impies  un  à un  , & enfuite  les  mul- 
tiplier enfemble  deux  à deux , trois  à trois , 
quatre  à quatre , &c.  jafqu’à  ce  qu’on  ar- 
rive au  nombre  propofé, 

66. 

Il  faut  remarquer  ici  avant  toutes  chofes , 
que  tout  nombre  eft  divifible  par  i ; & de 
même  que  tout  nombre  eft  divifible  par 
lui-même  j de  forte  donc  que  chaque  nom- 
bre a au  moins  deux  fafteursou  divifeurs; 
à favoir  ce  nombre  même  & l’unité  j mais 
tout  nombre  qui  n’a  pas  d’autre  divifeur  que 
ces  deux,  appartient  à la  clafle  d^  nombres 
que  nous  avons  nommés  plus  haut  nombres 
Jlmples  ou  premiers^ 

Hors  ceux  - là  tous  les  autres  nombres 
compofés  ont , outre  l’unité  & foi-même  , 
d’autres  divifeurs , comme  on  peut  le  voir 
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par  la  table  fuivante  , dans  laquelle  on 
a mis  fous  chaque  nombre  tous  fes  divi- 
feurs  (*). 

TABLE. 


Mi 

MM 

■M 

■M 

■M 

■M 

MH 

■M 

M» 

MH 

Mi 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

I I 

12 

13.M 

13 

16 

i7ji8 

19 

20 

I 

1 

I 

I 

I 

I!  I 

1 

1 

1 

1 

1 

I 

1 

1 

I 

1 

1 

I 

I 

2 

3 

3 

2 

7 

2 

f 

2 

1 1 

2 

13 

2 

5 

2 

17 

2 

19 

2 

4 

3 

4 

9 

3 

3 

7 

3 

4 

3 

4 

6 

8 

• 

10 

4 

14 

13 

8 

6 

3 

6 

16 

9 

10 

12 

10 

20 

1 

a 

2 

2 

_4 

2 

_4 

_3 

_4 

2 

6 

2 

_4 

_4 

.3 

2 

6 

2 

6 

P- 

P- 

P- 

P- 

P- 

_ 

_ 

P- 



P- 

— 

— 

/’• 

P- 



■ (57. 

Enfin  l’on  doit  obferver  que  o , ou  :^éro , 
peut  être  regardé  comme  un  nombre  qui 


(’“)  On  a une  pareille  table  pour  tous  les  divifeurs  des 
nombres  naturels , depuis  i julqu’à  loooo  , qui  a été 
publiée  à Leyde  en  1767  par  M.  Henri  Anjtma.  On  a 
encore  une  Æ^c  table  de  divileurs , qui  va  jufqu’à  100000; 
mais  dans  laquelle  il  n’y  a que  le  plus  petit  dlvifeur  de 
chaque  nombre.  Elle  fe  trouve  dans  le  DiéEonnaire  An- 
glois  de  Harris  , dans  le  Diélionnaire  Encyclopédique  & 
dans  le  Recueil  de  M.  Lambert , que  nous  avons  déjà  cité 
à l’article  40.  Elle  eft  meme  continuée  dans  ce  dernier 
Ouvrage  jufqu’à  102000. 
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a la  propriété  d’étre  divifible  par  tous  les 
nombres  poflibles  ; parce  que  par  quelque 
nombre  a que  l’on  ait  à divifer  o , le  quo- 
tient Ce  trouve  toujours  être  o ; car  il  faut 
bien  remarquer  que  la  multiplication  d’un 
nombre  quelconque  par  léro  ne  produit 
rien , & qu’ainii  o fois  a , ou  o a , ell  o. 


C H A’P  I T R E VIL 

V 

Des  Fraciions  en  généraL 

68. 

U A N D un  nombre , comme  7 , par  ‘ 
exemple , eft  dit  n’être  pas  divifible  par  un 
autre  nombre  , fuppofons  par  3 , cela  veut 
feulement  dire  que  le  quotient  ne  peut  pas 
être  exprimé  par  un  nombre  entier  , &:  il 
ne  faut  point  du  tout  croire  qu’on  ne  puilTe 
pas  fe  faire  une  idée  de  ce  quotient. 

On  n’a  qu’à  s’imaginer  une  ligne  longue 
de  7 pieds,  perfonne  ne  doutera  qu’il  ne 
Tome  /,  , D 
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foit  poflîble  de  diviier  cette  ligne  en  3 par- 
ties égales , & de  Te  faire  une  idée  de  la 
longueur  d’une  de  ces  parties, 

69. 

Puis  donc  qu’on  peut  fe  faire  une  idée 
nette  du  quotient  qu’on  obtient  dans  des 
cas  femblables  , quoique  ce  quotient  ne 
foit  pas  un  nombre  entier,  on  fe  trouve 
conduit  par  là  à confidérer  une  efpece  par- 
ticulière de  nombres , qu’on  nomme  jrac- 
tions  ou  nombres  rompus. 

L’exemple  allégué  en  fournit  une  preuve. 
S’il  s’agit  de  divifer  7 par  3 , on  fe  repré- 
fente facilement  le  quotient  qui  doit  en 
réfulter , & on  l’exprime  par  ^ j en  mettant 
le  divifeur  fous  le  dividende , & en  fépa- 
rant  les  deux  nombres  par  un  trait. 

7°- 

Ainfi  quand  en  général  le  nombre  a doit 
être  divifé  par  le  nombre  b ^ on  indique  le 
quotient  par  ^ & on  appelle  cette  façon 

• 
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de  s’exprimer,  \mQ  fracüon.  On  ne  peut 
donc  donner  mieux  une  idée  d’une  fraélion 
J , qu’en  difant  qu’on  indique  de  cette  ma- 
niéré le  quotient  qui  provient  de  la  divifion 
du  nombre  fupérieur  par  le  nombre  infé- 
rieur. Il  faut  fe  fouvenir  aufli  que  dans 
toutes  ces  fraftions  le  nombre  inférieur  fe 
nomme  le  dénominateur , & que  celui  qui 
efl:  au  - deflus  du  trait  s’appelle  le  numé- 
rateur, 

71* 

Dans  la  fraélion  citée  , , qu'on  pro- 

nonce fept  tiers  , 7 eft  donc  le  numéra- 
teur , & 3 ell  le  dénominateur. 

Il  faut  de  même  prononcer 
- , deux  tiers  ; | , trois  quarts  ; 

trois  huitièmes  ; douze  centièmes; 

mais  ^ fe  prononce  un  demi , & non  pas 
un  deuxieme. 

■ 72- 

Afin  de  parvenir  à une  connoilTance  plus 
parfaite  de  la  nature  des  fraéHons , nous 

Di) 
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commencerons  par  confidérer  le  cas  oü 
le  numérateur  eft  égal  au  dénominateur, 
comme  dans  Or  puifqu’on  indique  par 
là  le  quotient  qu’on  obtient , quand  on  di- 
vife  a par  a , il  eft  clair  que  ce  quotient 
eft  exaélement  l’unité , & que  par  confé- 
quent  cette  fraélion  j vaut  autant  que  i , 
ou  un  entier  ; il  s’enfuit  de  plus  que  toutes 
les  fraélions  qui  fuivent  ; 

» î 4 1 6 7 i 

r»3^4>  5^6»  7’ 

font  toutes  égales  en  valeur  l’ime  à l’autre, 
.valant  chacune  i , ou  un  entier. 

73- 

Nous  venons  de  voir  qu’une  fraélion  qui 
a le  numérateur  égal  au  dénominateur , vaut 
l’unité.  Il  faut  donc  que  toutes  les  frayions 
dont  les  numérateurs  font  plus  petits  que 
les  dénominateurs , ayent  une  valeur  moin- 
dre que  l’unité.  Car  ft  j’ai  un  nombre  à di- 
vifer  par  un  autre  qui  eft  plus  grand  , il  me 
vient  néceffairem'ent  moins' que  i : une 
ligne , par  exemple , de  deux  pieds  de  long , 
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devant  être  coupée  en  trois  parties , une 
feule  de  ces  parties  fera  fans  contredit  plus 
courte  qu’un  pied  j il  eft  donc  évident  que 
^ eft  plus  petit  que  i , & cela  par  la  même 
raifon  que  le  numérateur  2 eft  plus  petit  que 
le  dénominateur  3. 


74- 

Si  le  numérateur  eft  au  contraire  plus 
grand  que  le  dénominateur , la  valeur  de 
la  fraftion  eft  plus  grande  que  runitc.  C’eft 
ainft  que  \ vaut  plus  que  i ; car  \ eft  autant 
que  \ & encore  Or  \ eft  autant  que  i , 
par  conféquent  \ vaut  i I , c’eft  - à - dire  , 
un  entier  & encore  un  demi.  De  même 
X valent  i - , f valent  i 7,  & ^ valent  2 7 

3 33  3'3  3* 

Et  en  général  U fuffit  dans  ces  cas  de  di- 
vifer  le  nombre  fupérieur  par  l’inférieur, 
& de  joindre  au  quotient  une  fraélion  qui 
ait  le  réftdu  pour  numérateur , & le  divi- 
feur  pour  dénominateur.^  Si  la  fraêlion  don- 
née étoit , par  exemple , ^ , on  ayroit  au 
quotient  3 , & 7 pour  réfidu  5 d’où  l’oa 

D iij 
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concluroit  que  ^ eft  la  même  chofe  que 

3 f,- 

75- 

On  voit  par-là  comment  les  fraftions , 
dont  Iss  numérateurs  furpaffent  les  déno- 
minateurs , fe  rélblvent  en  deux  membres^ 
l’un  delquels  eft  un  nombre  entier,  & l’autre 
un  nombre  rompu  , dont  le  numérateur  eft 
plus  petit  que  le  dénominateur.  On  nomme 
ces  fraftions , qui  contiennent  un  ou  plu- 
fieurs  entiers  , des  jraâions  impropres  par 
oppolition  aux  fraélions  réelles  ou  propre- 
ment dites  , qui  ayant  le  numérateur  plus 
petit  que  le  dénominateur , font  moindres 
que  l’unité  ou  qu’un  entier. 

76. 

On  a coutume  de  fe  faire  une  idée  de 
la  nature  des  fraéHons  encore  d’une  autre 
maniéré , qui  éclaircit  afîez  bien  la  chofe. 
Si  l’on  eonlidere  , par  exemple , la  fraftion 
il  eft  évident  quelle  eft  trois  fois  plus 


« 
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grande  que  Or  cette  fraction  fîgnifie 
que  (î  l’on  partage  i en  4 parties  égales , 
ce  fera-là  la  valeur  d’une  de  ces  parties  j 
il  eft  donc  clair  qu’en  prenant  enfemble  3 
de  ces  parties , on  aura  la  valeur  de  la 

fraftion  - . . 

4 • 

On  peut  confidérer  de  la  même  maniéré 
toute  autre  fraétion  , par  exemple , ^ ; ü 
l’on  partage  l’unité  en  1 2 parties  égales , 
7 de  ces  parties  équivaudront  à la  fraétion 
propofée. 

77; 

C’eft  auffi  à cette  maniéré  de  repréfen- 
ter  les  fraftions , que  les  dénominations 
fufdites  de  numérateur  & de  dénominateur 
doivent  leur  origine.  Car,  comme  dans  la 
fraéiion  précédente  le  nombre  cjui  eft 
fous  le  trait  indique  que  c’eft  en  i 2 parties 
que  l’unité  doit  fe  divifer  j par  conféquent, 
comme  il  défigne  ou  nomme  ces  parties, 
on  ne  l’a  pas  nommé  fans  raifon  le  déno» 
minateur, 

D iv  ' 


Digitized  Google 


5^  ‘ E L é M E N s 

De  plus , comme  le  nombre  fupérieur  ^ 
favoir  7 , indique  que  pour  avoir  la  valeur 
de  la  fradHon  il  faut  prendre  ou  raffembler 
7 de  ces  parties , & que  par  conféquent 
il  les  compte  pour  ainfi  dire , on  a jugé  à 
propos»  de  nommer  ce  nombre  qui  eft  au- 
delTus  du  trait , le  numérateur, 

78. 

Puifqu’il  eft  ‘aifé  de  comprendre  ce  que 
c’eft  que  | , quand  on  fait  ce  que  fignibe  ^ ^ 
nous  pouvons  conftdérer  les  fraéHons  dont 
le  numérateur  eft  l’unité  , comme  faifant  le 
fondement  de  toutes  les  autres.  Telles  font 
les  fraftions 

li  iil  L'  i-i-J.  S-Jc 

a ï 3 ? 4 > 5 » 6 » 7 î s > 9 » 10  > Il  » li  > 

& il  faut  remarquer  que  ces  fraélions  vont 
toujours  en  diminuant  ; car  plus  vous  divifez 
un  entier,  ou  plus  le  nombre  des  parties  que 
vous  en  faites  eft  grand , plus  au  contraire 
chacune  de  ces  parties  devient  petite.  C’eft 
ainfi  que  ^ eft  plus  petit  que  i ; que  ^plus 
petit  que  nji  & SW.  petit  qtte 


I I 
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On  a vu  que  plus  on  augmente  le  dé- 
nominateur de  pareilles  fracHons , & plus 
leurs  valeurs  deviennent  petites.  On  pour- 
roit  donc  demander  s’il  ne  fe'  ait  pas  poflible 
de  faire  ce  dénominateur  fi  grand , que  la 
fraéHon  fe  réduisît  à rien  ? Nous  répon- 
drons que  non  ; car  en  combien  de  parties, 
innombrables  même  , que  vous  divifiez 
l’unité  j par  exemple  , la  longueur  d’un 
pied  , ces  parties  ne  laifferont  pas  de  con- 
ferver  une  certaine  grandeur , & ne  feront 
par  conféquent  jamais  abfolumcnt  rien, 

8o. 

Il  eft  vrai  que  fi  l’on  divife  la  longueur 
d’un  pied  en  i ooo  parties  , par  exemple  ; 
ces  parties  ne  tomberont  plus  facilement 
fous  nos  fens.  Mais  regardez-les  par  un  bon 
microfcope , elles  paroîtront  affez  grandes 
pour  pouvoir  être,  divifées  encore  en  loo 
parties  & davantage,  . .. 
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II  ne  s’agir  cependant  pas  du  tout  ici  de 
ce  qu’il  dépend  de  nous  de  faire , ou  de 
ce  que  nous  fommes  capables  d’exécuter 
réeliement,  & de  ce  que  nos  yeux  peuvent 
appercevoir  ; il  eft  qiielHon  plutôt  de  ce 
qui  eft  poinble  en  foi  - même.  Or  il  ell 
certain  dans  ce  fens  , que  quelque  grand 
qu’on  veuille  fuppofer  le  dénominateur , la 
fraôHon  pourtant  ne  s’évanouira  jamais  en- 
tièrement, ou  ne.  de  viendra  jamais  tout- 
à-fait  égale  à o. 

8i. 

On  n’arrive  donc  jamais  entièrement  à 
rien , quelque  grand  qu’on  fafle  le  déno- 
minateur ; & ces  fraélions  confervant  tou- 
jours encore  une  certaine  grandeur  , on 
peut  continuer , fans  jamais  ceffer , la  fuite 
de  fraftions  de  l’article  78.  Cette  propriété 
a fait  dire  qu’il  faudroit  que  le  dénomi- 
nateur fût  mfini  ou  infiniment  grand,  pour 
que  la  fraftion  fe  réduisit  enfin  à o , ou  à 
rien  j & ce  mot  à' infini  fignifie  en  effet 
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ici  qu’on  ne  parviendroit  jamais  à une  fin 
avec  la  fuite  defdites  fra6Hons. 

82. 

On  fe  fert  pour  reprcfenter  cette  idée, 
qui eft  très-fondée,  du  ligne  00  , lequel  par 
conféqueqt  fignifie  un  nombre  infiniment 
grand  ; & on  peut  donc  dire  que  cette  frac- 
tion ^ eft  un  rien  réel , par  la  raifon  même 
qu’une  frafHon  ne  fauroit  fe  réduire  à rien , 
auffi  long-temps  que  le  dénominateur  n’a 
pas  été  augmenté  k l’intlni. 


Il  eft  d’autant  plus  néceflaire  de  faire 
attention  à cette  idée  de  l’infini , qu’elle 
eft  déduite  des  premiers  fondemens  de  nos 
connoiflances  , & qu’elle  fera  de  la  plus 
grande  importance*  dans  ce  qui  fuivra. 

Nous  pouvons  ici  déjà  en  tirer  des  con- 
féquences  auffi  belles  que  dignes  de  notre 
attention. 

La  fraélion  JL  indique  le  quotient  de  la 


6o  E L É M E N s 

divifion  du  dividende  i parie  divifeur  o©: 
Or  nous  favons  qu’en  divifant  le  dividen- 
de I par  le  quotient  qui  eft,  comme 
nous  avons  vu , autant  que  o , on  retrouve 
le  divifeur  oo  : voici  donc  une  nouvelle 
notion  de  l’infini  que  nous  acquérons  j nous 
apprenons  qu’il  provient  de  la  divifion  de  i 
par  O J & l’on  eft  p'ar  conféquent  fondé  à 
dire  , que  i divifé  par  o indique  un  nombre 
infiniment  grand  ou  oo. 

84. 

Il  eft  néceflaire  encore  ici  de  diftîper 
l’erreur  aflez  commune  de  ceux  qui  pré- 
tendent qu’un  infiniment . grand  n’eft  pas 
fufceptible  d’augmentation. 

Cette  opinion  ne  fauroit  fubfifter  avec 
les  principes  folides  que  nous  venons  d’éta- 
blir ; car  i fignifiant  un  nombre  infiniment 
grand  , & ^ étant  inconteftablement  le  dou- 
ble de  ^ , il  eft  clair,  qu’un  nombre  , quoi- 
que infiniment  grand , peut  devenir  encore 
deux  ou  plufieurs  fois  plus  grand. 


\ 
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CHAPITRE  VIII. 

Des  propriétés  des  Fractions, 

85. 


ous  avons  vu  plus  hauf  que  chacune 
des  frayions, 


L 1 

' J > 6 > 


^ - &c 

7 > 8 ^ 


fait  un  entier  , & que  par  conféquent  elles 
font  toutes  égales  entr’elles.  La  même  éga- 
lité régné  dans  les  fraftions  qui  fuivent , 


246 

1 ) 1 ■> 


6 8 _I0  O 

3 > 4 ^ î > 6 > 


chacune  d’elles  faifant  deux  entiers  ; car 
le 'numérateur  de  chacune  divifé  par  fon 
dénominateur,  donne  2.  De  même  toutes 
ces  fraêHons 

3 6 9 II  iT  «8  <^- 

r»2>r*  4’  î’  O» 

font  égales  entr’elles , puifqu’elles  ont  3 

pour  valeur  commune. 
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86. 

On  peut  pareillement  repréfenter  la 
valeur  d’une  fraéHon  quelconque , d’une 
infinité  de  maniérés.  Car  fi  l’on  multiplié 
tant  le  numérateur  que  le  dénominateur 
d’une  fraéHon  par  un  même  nombre  , que 
l’on  peut  prendre  à volonté  , cette  fraftion 
n’en  confervera  pas  moins  la  même  valeur. 
C’efi:  par  cette  raifon  que  toutes  ces  frac- 
tions 

Q-rf.  , 

2 > 4 ’ 6 » 8 » lo»  lî  ’ 14  J 16  > i8  » 20  > 

font  égales  entr’elles , • chacune  valant 
De  même 

h.llA.1.  ^ 11.  Rrr 

^76*9?  12  ’ I}5  iS^  21  J 24’  27  >30’  * 

font  des  fraêlions  égales , & dont  chacune 
vaut  J.  Les  fraftions 

i"»6’  îT’Tj’îT’rr»  2^’ 
ont  pareillement  toutes  une  même  valeur  ; 

& on  peut  conclure  enfin  en  général  que 
la  fraftion  ^ peut  être  repréfentée  par  les 
expreflions  fuivantes  , dont  chacune  équi- 
vaut à ^ i favoir  : 

a T.  a ^ a 4 a $ a 6 a 
b ^ 2tf>  3^^  4b  * ^ b y 6 b y 


&C, 


d' A L G E B R E, 


<5 


87. 

Pour  s’en  convaincre  on  n’a  qu’à  écrire 
pour  la  valeur  de  la  fraftion  j une  certaine 
Jettre  c , en  entendant  par  cette  lettre  c 
le  quotient  de  la  divifion  de  a par  ^ & 

fe  rappeller  que  la  multiplication  du  quo- 
tient c par  le  divifeur  ^ , doit  donner  lé 
dividende.  Car  puifque  c multiplié  par  h 
donne  a,  il  eft  clair  que  c multiplié  par 
2 b donnera  2 a , que  c multiplié  par  3 b 
donnera  3 a , & qu’ainli  en  général  c mul- 
tiplié par  mb  doit  donner  ma.  Or  chan- 
geant maintenant  ceci  en  un  exemple  de 
divifion , & divifant  le  produit  m a par  mb^ 
l’un  des  fafteurs , il  faut  que  le  quotient 
foit  égal  à l’autre  faéleur  c,-  mais  ma  di- 
vifé  par  mb  donne  aufii  la  fra£Hon  ^ 
laquelle  eft  par  conféquent  égale  à cy  & 
voilà  ce  qu’il  s’agifibit  de  prouver;  car  c 
ayant  été  adopté  pour  la  valeur  de  la  frac- 
tion y,  il  eft  évident  que  cette  fraélion  eft 
égale  à la  fraftion  ^ , quelque  valeur  que 
l’on  donne  à m. 
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88. 

Nous  avons  vu  que  toute  fraftioii  peut 
être  repréfentée  fous  une  infinité  de  formes , 
dont  chacune  contient  la  même  valeur  ; & 
il  eft  indubitable  que  de  toutes  ces  formes , 
c’eft  celle  qui  fera  compofée  des  plus  petits 
nombres , dont  on  faifira  le  mieux  la  figni- 
fication.  Par  exemple  , on  pourroit  mettre 
au  lieu  de  y les  fraêlions  fuivantes , 
i 1 A.  il  Li  Scr 

6^9»  12  > 15  î iS  > 

mais  il  n’eft  pas  douteux  que  | ne  foit  tou- 
jours de  toutes  ces  exprefïions  celle  dont 
il  eft  le  plus  facile  de  fe  faire  une  idée. 
Il  fe  préfente  donc  ici  la  queftion  comment 
une  fraéHon  , comme  ^ , qui  n’eft  pas  ex- 
primée par  les  plus  petits  nombres  poffibles, 
peut  être  réduite  à fa  forme  la  plus  fimple 
ou  à [es  moindres  termes , c’eft-à-dire  dans 
notre  exemple , à 

89. 

Il  fera  facile  de  réfoudre  cette  queftion , 
fi  l’on  confidere  qu’une  fraêtion  ne  laiffe 
• pas 
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pas  de  conferver  fa  valeur , quand  on  mul* 
tiplie  fes  deux  termes , ou  fon  numérateur 
& fon  dénominateur , par  un  même  nom- 
bre. Car  de-là  il  s’enfuit  qu’aufli  en  divifant 
le  numérateur  & le  dénominateur  d’une 
fraétion  par  un  même  nombre  , cette  frac- 
tion doit  conferver  la  même  valeur.  Cela 
fe  voit  encore  plus  clairement  par  le  moyen 
de  la  formule  générale  car  fi  l’on  di- 
vife  tant  le  numérateur  ma  que  le  déno- 
minateur m b par  le  nombre  m , on  obtient 
la  fraêfion^,  laquelle , comme  on  l’a  prouvé 
ci-delfus,  eft  égale  à 

90. 

Afin  donc  de  réduire  une  fraélion  pro- 
pofée  à fes  moindres  termes , il  s’agit  de 
trouver  un  nombre  par  lequel  tant  le  nu- 
mérateur que  le  dénominateur  puilfe  être 
divifé.  Un  nombre  de  cette  efpece  fe  nom- 
me un  commun  diyifeur,  & aufli  long-temps 
qu’on  peut  indiquer  un  commun  divifeur 
entre  le  numérateur  '&  le  dénominateur , 
Tome  /.  E 
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il  eft  certain  que  la  fraftion  peut  être  ré- 
duite • à une  expreffion  plus  petite  ; mais 
quand  on  voit  au  contraire  qu’à  l’exception 
de  l’unité  aucun  autre  commun  divifeur 
ne  fauroit  avoir  lieu , c’eft  ligne  que  la 
fraêHon  fe  trouve  déjà  fous  la  forme  la 
plus  fimple  qu’il  eft  poflible. 

; 91-  . 

Pour  rendre  ceci  plus  clair , confidérons 
la  fraêHon  Nous  voyons  d’abord  que 
les  deux  termes  fe  divifent  par  2 , & qu’il 
en  réfulte  la  fraêHon  Enfuite  qu’on  peut 
de  nouveau  diviter  par  2 , & réduire  la 
fraftion  à p-  ; & celle-ci  ayant  encore  2 
pour  commun  divifeur,  il  eft  clair  qu’on 
peut  la  réduire  à Mais  à préfent  l’on 
' s’apperçoit  facilement  que  le  numérateur 
&:  le  dénominateur  font  encore  divifibles 
par  3 ; faifant  donc  cette  divifton  on  ob- 
tient la  fraâion  | , laquelle  eft  égale  à la 
fraéHon  propofée  indique  l’expreffion 
la  plus  fimple  à. laquelle  on  puiffe  la  ré- 
duire i car  2 & .5  n’ont  que  le  commun 


i 
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divifeur  i , lequel  ne  peut  diminuer  ces  - 
nombres  davantage..  • 

Cette  propriété  qu’ont  les  fra£Hons , de 
garder  une  valeur  invariable , foit  qu’on  di- 
vife  ou  qu’on  multiplie  le  numérateur  & le 
dénominateur  par  un  rnême  nombre  j cette 
propriété  , dis -je  , eft  de  la  plus  grande 
importance  & fait  le  principe  fondamental 
de  tout  ce  qu’on  erifeigne  fur  les  fraftiom. 
On  ne  peut  guere , par  exemple,  ajoutër 
enfemble  deux  fraélions , ou  les  fouftraire 

I > r . V .... 

l’une  de  l’autre  , avant  que  , moyennant 
• cette  propriété , on  les  ait . réduites  à d’au- 
tres formes,  c’eft-à-dire, à des  expre/Iions 
dont  les  dénominateurs,  foient  égau::f.,  C’efî: 
de  quoi  nous  parlerons dans  le. chapitre 
fuivant.  ' 


Nous  finirons  celui-ci,  par  la  remarque,’ 
qu’on  peut  auffi  fépréfenter  tous  les  nombres 
entiers  par  des  fraéHons.  Par  exemple , 6 

i E ij 
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eft  autant  que  \ , parce  que  6 divifé  par  î 
fait  6 ; & on  peut  de  la  même  maniéré 
exprimer  ce  nombre  6 par  les  fraêHons 
■ ^ , Y , ^ , Y » ^ infinité  d’autres  qui 
ont  la  même  valeur. 


CHAPITRE  IX,. 


'De  V addition  & delà  fouJlraBion  des  Frayions, 


94. 

IjORSQUE  les  fraftions  ont  des  dénomi- 
nateurs égaux , il  n’y  a aucune  difficulté  à 
les  ajouter  & à les  fouftraire  j car^  eft 
autant  que  ^ ^ autant  que  On 

n’opere  dans  ce  cas , foit  pour  l’addition', 
foit  pour  la  fouftraôion , que  fur  les  nu- 
mérateurs , & on  met  fous  le  trait  le  dé- 
nominateur commun  j ainfi 


loo  I lOO  lOO/ 


IL  JL  îl  fait  -2. . 

ICO  I lOO» 


il 

50 

i6 

3.0 


Ji 4,11  fait  ii 

JO  JO  I JO  JO 


ou 


18 
»5  » 


I 
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de  même  j + 7 ou  i , c’eft-à-dire 

un  entier  j & ^ i 4“  r i ^ “ 

dire  rien , ou  o.  * 

95- 

Mais  quand  les  fraftions  n’ont  pas  des 
dénominateurs  égaux , il  eft  toujours  pof- 
fible  de  les  transformer  en  d’autres  fraftions 
qui  ayent  un  même  dénominateur.  Par 
exemple , quand  on  propofe  d’ajouter  en- 
femble  les  ff aérions  ^ & j , il  faut  confidé- 
rer  que  \ eft  autant  que  | , & que  ~ équi- 
vaut à I ; nous  avons  donc  à la  place  des 
deux  fraéfions  propofées  ces  deux  autres, 
|-j-  dont  la  fonyne  fait|.  Si  les  deux 
fraftions  étoient  jointes  par  le  ligne  moins  y 
comme  ^ j , on  auroit  | | ou 

Autre  exemple  : Soient  les  fraéHdns  pro- 
pofées ^ + fi  puifque  ^ eft  la  même  chofe 
que|,  on  peut  lui  fijbftituer  cette  valeur 

& dire  | +i  * I* 

Suppofez  qu’on  demande  encore  ce  que 
donnent  - & ^ ajoutés  enfemble  , je  dis 

que  c’eft  ^ } car  i fait  ^ i fait  i. 

E uj 
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96. 

Il  peut  arriver  qu’oif  ait  un  plus  grand 
nombre  de  fraftions  à réduire  à un  même 
dénominateur  ; par  exemp.  î-  » j » | ^ , 
tout  fe  réduit  alors  à trouver  un  nombre 
qui  l'oit  divifible  par  tous  les  dénominateurs 
de  CCS  fr  ictions.  60  ell  ici  le  nombre  qui 
a cette  propriété , & qui  devient  par  con- 
féquent  le  dénominateur  commun.  Nous 
auroris  donc  au  lieu  de  - : ^ au  lieu  de  - ; 
jl-  an  iieu  de  ^ ^ au  lieu  de  7,  & ^ au  lieu 
de  S’il  s’agit  à préfent  d’ajouter  enlèmble 
toutescesfraftionsg,^g,  g,  g i en 
ne  fait  qu’ajouter  tous  les  numérateurs , & 
on  donne  à la.  fomme  le  dénominateur 
commun  60  ; c’eft-à-dire  qu’on  aura  , 
ou  3 entiers  & , ou  3 ’ , 

97- 

Tout-fe  réduit  ici,  nous  le  répétons,  à 
transformer  deux  fraêHons  dont  les  déno- 
minateurs font  inégaux, “en  deux  autres 
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dont  les  dénominateurs  font  égaux.  Pour 
faire  donc  cette  opération  d’une  maniéré 
générale , foieht  ^ les  fraélions  propo- 
fées.  Qu’on  multiplie  d’abord  les  deux  ter- 
mes de  la  première  par  d,  on  aura  la  frac- 
tion ^ égale  à ^ j qu’on  multiplie  enfuite  les 
deux  termes  de  la  fécondé  fraftion  par  6 , 
on  en  aura  une  valeur  équivalente  expri- 
mée par  ^ j & voilà  les  deux  dénoQiinateurs 
devenus  égaux.  Maintenant  fi  l’on  demande 
quelle  eft  ia  fomme  des  deux  fraftions  pro- 
pofées , on  peut  répondre  aufli  - tôt  que 
c’efl  ^ quefiion  de  la  diffé- 
rence , on  dit  qu’elle  eft  S’il  s’agif- 

foit , par  exemple , des  fraéHons  | ^ , on 

obtiendroit  à leur  place  ^ ^ , dont  la 

fomme  eft  & dont  la  différence  eft  ^ 

98. 

* C’eft  à cette  matière  auflî  qu’appartient 
la  queftion , laquelle  de  deux  fraftions  pro- 
pofées  eft  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ? 
car , pour  y répondre  , on  n’a  qu’à  réduire 

E.  iv 
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ces  deux  fraftions  au  même  dénominateur. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  fraéHons 

- & ^ : fi  on  les  réduit  au  même  dénomi- 
nateur , la  première  devient  ^ & la  fé- 
condé ^ & il  eft  évident  à préfent  que 
c’ell  la  fécondé,  Ou^,  qui  eft  la  plus 
grande , & que  c’eft  de  ^ qu’elle  furpaffe  la 
première. 

Soient  propofées  encore  les  deux  frac- 
tions on  aura  à leur  place  celles- 

ci,  ^ ^ i d’où  l’on  peut  inférer  que-| 

furpaffe  j , mais  feulement  de 

99- 

Lorfqu’il  eff  queffion  de  fouftraire  une 
fraftion  d’un  nombre  entier  , il  fuffit  de 
convertir  une  des  unités  de  ce  nombre  en- 
tier en  une  fraftion  qui  ait  le  même  dé- 
nominateur que  celle  qu’il  faut  fouftraire , 
le  refte  fe  fait  fans  difficulté.  Qu’il  s’agiffe, 
par  exemple  , de  fouftraire  de  i , on  écri- 
ra 5-  au  lieu  de  i , & on  dira  \ ôté  de  \ laiffe 

3 '33 

- de  refte.  De  même  ^ , fouftrait  de  i , 
laiffe 
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S’il  s’agiffoit  de  fouftraire  Me  deux , on 
écriroit  i & - au  lieu  de  2 , & on  verroit 
d’abord  qu’il  doit  relier  après  la  foullrac- 
iion  I 7. 

4 

1 00. 


Il^arrive  auffi  quelquefois  qu’ayant  ajouté 
enfemble  deux  ou  plufieurs  fraèlions,  on 
obtient  plus  d’un  entier  , c’ell-à*dire , un 
numérateur  plus  grand  que  le  dénomina- 
teur i c’ell  un  cas  qui  s’eft  même  déjà  pré- 
lenté  & auquel  il  faut  faire  attention.  *. 

Nous  avons  trouvé  , par  exemple , à 
l’article  9(3  que  la  fomme  des  cinq  frac- 
tions J f J > I J ^ nous  avons 

fait  obferveri  que  cette  fomme  fignifioit 
5 entiers  & ^ ou  De  même  7 -4--  ou  - 

J bo  ^o  3141» 

-|-  ^ font  ^ou  I Il  n’y  a qu’à  faire  la 
dirilion  réelle  du  numérateur  par  le  déno- 
ipinatëur , voir,  combien  d’entiers  viennent 
au  quotient , & tenir  compte  du  rélidu. 

On  fera  de  même  à peu  près  pour  ajou- 
ter enfemble  des  quantités  compofées  de 
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nombres  entiers  & de  fra6Uons  ; on  ajou- 
tera d’abord  les  fraaioQS,  & fi  leur  fomme 
fait  un ‘ou  plufieurs  entiers,  on  les  ajoute 
aux  autres  entiers.  Qu’il  foit  quelHon,  par 
exemple , d’ajouter  3 ^ & z ^ , on  prend 
d’abord  la  fomme  de  - & - , ou  de  - & 1 
Elleeft^ou  i donc  la  fomme  totale  eft 


CHAPITRE  X. 


Dq  lu  multiplication  & de  la  divijîon 
des  Fractions, 


lOI. 


A réglé  pour  la  multiplication  d’une 
fraftion  par  un  nombre  entier , eft  de  ne 
multiplier  par  ce  nombre  que  le  numéra- 
teur, & de  ne  rien  changer  au  dénomina- 
teur J ainft  ’ 

Z fois  j-  fait  \ ou  i entier  j 
Z fois  ^ fait  ^ J & 
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3 fois  I fait  ou  ^ ; 

4 fois  ^ fait  ^ ou  i ^ou  i j. 

On  peut  cependant  , au  lieu  de  cette 

réglé  , employer  auffi  celle  de  divifer  le 
dénominateur  par  le  nombre  entier  donné  ; 
& il  eft  bon  de  s’en  fervir , quand  cela  fe 
peut , parce  qu’on  abrégé  par-la  le  calcul. 

4 Qu’il  s’agifle  , par  exemple,  de  multiplier| 
par  3 ; li  l’on  multiplie  le  numérateur  par 
le  nombre  eniier , on  obtient  y,  lequel 
' produit  fe  réduit  à y Mais  11  Ion  ne  change 
rien  au  numérateur  & qu’on  divife  le  dé- 
nominateur, par  le  nombre  entier,  on  trouve 
immédiatement  | ou  i ^ pour  le  produit 
cherché.  De  meme  ^ multipliés  par  6 
donnent  ^ ou  3 7. 

4 -'4 

102. 

En  général  donc , le  produit  de  la  mul- 
tiplication d’une  fraéHon  j par  c eft  V » ^ 
on  peut  remarquer  que  quand  le  nombre  eiv 
tier  eft  précifément  4gal  au  dénominateur, 
le  produit  doit  être  égal  au  numérateur. 
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En  effet 

J pris  2 fois  donne  1 ; 

I pris  3 fois  donne  2 j 

I pris  4 fois  donne  3. 

Et  en  général,  fi  l’on  multiplie  la  fraflion-| 
par  le  nombre  ^ , le  produit  doit  être  a , 
comme  on  l’a  déjà  fait  fentir  plus  haut; 
car  puifque  J indique  le  quotient  de  la  di-  # 
vifion  du  dividende  a par  le  divifeur  b , & 
qu’on  a démontré  que  le  quotient  multiplié 
par  le  divifeur  doit  donner  le  dividende , 
il  eft  clair  que  j multiplié  par  b doit  pro^ 
duire  a» 

/ 

ld'3. 

Nous  avons  vu  comment  on  doit  mul- 
tiplier une  fraftion  par  un  nombre  entier, 
voyons  à préfent  auffi  comment  il  faut  di- 
vifer  une  fraftion  par  un  nombre  entier} 
cette  recherche  eft  néceffaire  avant  que 
nous  pallions  à la  multiplication  des  frac- 
tions par  des  fraftioas.  Or  il  eft  clair  que 
li  j’ai  à divifer  la  fraêlion  j par  2 , il  doit 
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me  venir  j ; & que  le  quotient  de  * divifé 
par  3 eft  La  réglé  eft  donc  , qu’il  faut 
divifer  le  nunaérateur  par  le  nombre  entier 
fans  changer  le  dénominateur.  Ainfi: 

— divifé  par  i donne  ^ j & 

^ divifé  par  3 donne  ^ 5 & 

^ divifé  par  4 donne  &c. 

104. 

Cette  réglé  peut  être  pratiquée  fans  dif- 
ficulté , pourvu  que  le  numérateur  foit  di- 
vifible  par  le  nombre  propofé  ; mais  fort 
fouvent  il  ne  l’eft  pas  ; il  faut  donc  obferver 
qu’on  peut  transformer  une  fraftion  en  un 
nombre  infini  d’autres  exprefiions , & que 
dans  ce  nombre  il  ne  peut  manquer  d’y- 
en avoir  de  telles , que  le  numérateur  puilTe 
être  divifé  par  le  nombre  entier  donné.  S’il 
s’agiffoit,  par  exemple , de  divifer  ^ par  2 , 
on  changeroit  la  fraction  en  | j & divifant 
maintenant  le  numérateur  par  2 , on  auroit 
aufli-tôt  I pour  le  quotient  cherché. 

En  général , s’il  eft  queftion  de  divifer 
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la  fraftion  ^ par  c , on  la  transformera  en 
celle-ci  ^ , & divifant  enfuite  le  numérateur 
a c par  c , on  écrira  pour  le  quotient 
cherché. 

105. 

Nous  voyons  donc  que  dans  le  cas  où 
une  fraftion  doit  être  divifée  par  un  nom- 
bre entier  c , on  n’a  qu’à  multiplier  le  dé- 
nominateur par  ce  nombre  , & laiffer  le 
numérateur  tel  qu’il. eft.  C’elt  ainfi  que 
divifé  par  3 fait  ^ , & que  ^ divifé  par  5 
fait  sT* 

Ce  calcul  devient  cependant  plus  facile 
quand  le  numérateur  lui-même  eft  divilible 
par  le  nombre  entier , comme  nous  l’avons 
fuppofé  à l’article  103.  Par  exemple  ^ divifé 
par  3 feroit , fuivant  notre  derniere  réglé , 
j mais  par  la  première  réglé , qui  eft  ap- 
plicable ici , on  a ^ , expreflion  qui  équivaut 
à ~ , mais  qui  eft  plus  ftmple. 
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106. 

On  fera  maintenant  en  état  de  compren- 
dre comment  il  faut*multiplier  une  frac- 
tion 3 par  une  autre  fraélion  ^ . On  n’a  qu’à 
confidérer  que  j fignifie  que  c eft  divifé 
par  i en  partant  de-là  , on  multipliera 
d’abord  la  fraftion  j par  c , ce  qui  produit 
le  réfultat  ^ j après  quoi  on  divifera  par  d 
ce  qui  donne  Nous  tiron%de-là  la  réglé 
fuivante  , que  pour  multiplier  deux  frac- 
tions , on  n’a  befoin  que  de  multiplier  fé- 
parément  les  numérateurs  & les  dénomi- 
nateurs. Ainfi 

^ par  ^ donne  le  produit  ^ ou  - } • 

I pari  fait 

|par^  produites  ou  ^,&c. 

107. 

Il  nous  refte  à montrer  comment  on  doit 
divifer  une  fraftion  par  une  autre.  Il  faut 
remarquer  d’abord  que  li  les  deux  fraftions 
ont  le  même  nombre  pour  dénominateur, 
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la  divifion  n’a  lieu  qu’à  l’égard  des  numé- 
rateurs i car  il  eft  évident,  par  exemple, 
que  ^ font  contenus  autant  de  fois  dans  — , 
que  3 l’eft  dans  9 , c’eft-à-dire , 3 fois  ; & 
pareillement  pour  divifer  ^ par  ~ , on  n’a 
qu’à  divifer  8 par  9 , ce  qui  donne  On 
aura  de  même  ^ en  3 foisj  ^ en  £ , 7 
foisi  ^en^,  &c. 

* 108. 

Mais  quand  les  fraftions  n’ont  pas  leurs 
dénominateurs  égaux  , il  faut  avoir  recours 
à la  maniéré  dont  nous  avons  dit  qu’on 
les  réduifoit  au  même  dénominateur.  Qu’on 
ait , par  exemple , la  fraêHon  j à divifer 
par  la  fraêHon  j , on  les  réduira  d’abord  au 
même  dénominateur,  & l’on  aura  ^ à di- 
vifer par  ^ & il  eft  clair  à préfent  que 
le  quotient  doit  être  indiqué  Amplement 
par  la  divifion  de  a par  3c  5 ce  qui  donne 

a d 

n* 

Voici  donc  la  réglé  : il  faut  multiplier 
le  numérateur  du  dividende  par  le  dénomi- 
nateur 
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nateur  du  divifeur , & le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  divifeur } 
le  premier  produit  fera  le  numérateur  du 
quotient,  & le  fécond  produit  fera  fon 
dénominateur. 

109. 

Ainfi , en  fuivant  cette  réglé  pour  divi* 
fer  I par  ^ , on  aura  le  quotient  ; la  di- 
vifion  de  I par  ^ produira  ^ ou| , ou  i & ^ j 
& celle  de  ^ par<(^  donnera  ^ ou|. 

1 10. 

On  a coutume  aufîi  de  préfenter  cettô 
réglé  pour  la  divifion  d’une  maniéré  plus 
facile  à retenir , que  voici  : Si  l’on  ren verfe 
la  fraftion  par  laquelle  il  s’agit  de  divifer , 
de  façon  que  le  dénominateur  fe  mette 
à la  place  du  numérateur , & que  celui-ci 
s’écrive  fous  le  trait , & qu’enfuite  on  mul- 
tiplie la  fraélion , qui  eft  le  dividende  , par 
cette  fraftion  renverfée , le  produit  fera  le 
quotient  cherché.  Ainli  - divifé  par  ^ eft 

autant  que^  multiplié  par  j , ce  qui  fait  - ou 
Tome  1,  F " 
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1 De  même  | divifé  par  | eft  autant  que 
I multiplié  par  \ , ce  qui  produit  ^ j ou  ^ 
divifé  par  | fait  autant  que  ^ multiplié  par 
J , dont  le  produit  eft  ou 

On  voit  donc  en  général  que  de  divilèr 
par  la  fraftion  ^ , c’eft  la  même  chofe  que 
de  multiplier  par  j ou  2 ; que  la  divilion 
par  J revient  à la  multiplication  par  ^ ou 
par  3 , &c. 

III? 

Le  nombre  100  divifé  par  ^ donnera 
donc  200  i & 1 000  divifé  par  j fait  3 000. 
De  plus , s’il  s’agit  de  divifer  i par  ~ , 
le  quotient  eft  1000  î & en  divifant  i 
par  — — , il  vient  100000.  Cela  aide  à 
comprendre  qu’en  divifant  par  o , il  doit 
en  réfulter  un  nombre  infiniment  grand  j 
car  la  divifion  de  i par  la  petite  fraftion 
— — produit  déjà  le  nombre  très-grand 

I 000000000  r ^ O 

I 000000000. 


j 
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I 12. 

Tout  nombre  divifé  par  lui-même  don- 
nant l’unité,  on  fent  bien  qu’une  fraêlion 
divifée  par  elle-même  doit  aulfi  donner  le 
quotient  i j la  même  vérité  fuit  de.  notre 
réglé  : car  pour  divifer  ^ par  ^ , il  faut  mul- 
tiplier | par  p & on  obtient  ou  i j & s’il 
s’agit  de  divifer  J par  J , on  multiplie  J-  par  ^ j 
or  le  produit  ^ eft  égal  à i. 

1 13. 

Nous  avons  au/fi  à expliquer  encore  une 
expreflion  dont  l’ufage  eft  fréquent.  On 
demande par  exemple , ce  que  c’eft  que 
la  moitié  de  | ; cela  veut  dire  qu’on  doit 
multiplier  ^ par  De  même  fi  l’on  demande 
ce  que  font  les  | de  | , on  multipliera  | par  | , 
ce  qui  produit  ^ ^ de  font  autant  que  ^ 

multiplié  par^,  & font 

I 14. 

Enfin  il  faut  obferver  ici  à l’égard  des 
fignes  -j-  & — > les  mêmes  principes  que 

Fij  - 
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nous  avons  établis  plus  haut,  pour  les  nom- 
bres entiers.  Ainh  -{-  ^ multiplié  par  — ^ , 
fait  — i & — ^multiplié  par  — donne 
+ De  plus  — I divifé  par  + fait— j 
& — I divifé  par  — | , fait  ou  -[-  i . 


CHAPITRE  XI.. 

Des  Nombres  quarrés» 

I I 5. 

E produit  d’un  nombre  multiplié  par 
le  même  nombre , fe  nomme  un  quarré  ; 
& par  cette  raifon  on  appelle  racine  quarrée 
ce  nombre  confidéré  relativement  à un  tel 
produit. 

Par  exemple , quand  on  multiplie  1 1 
par  1 2 , le  produit  1 44  eft  un  quarré  dont 
la  racine  eft  1 2, 

Le  fondement  de  cette  dénomination  eft 
pris  dans  la  Géométrie  , où  l’on  trouve  le 
contenu  d’un  quarré  en  multipliant  fon  côté 
par  lui-même. 
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Tous  les  nombres  quarrés  fe  trouvent 
donc  par  la  multiplication  j c’eft-à-dire , 
en  multipliant  la  racine  par  elle-même. 

Ceft  ainfi  que  i eft  le  quarré  de  i , parce 
que  I multiplié  par  i fait  i j & pareille- 
ment , que  4 eft  le  quarré  de  2 j & 9 le 
quarré  de  3 5 que  2 eft  la  racine  de  4, 
& 3 celle  de  9. 

Nous  confidérerons  en  premier  lieu  les 
quarrés  des  nombres  naturels , & nous  don- 
nerons d’abord  la  petite  table  qui  fuit , dans 
laquelle  plufîeurs  nombres  ou  racines  fe 
trouvent  fur  la  première  ligne  , & leurs 
quarrés  fur  la  fécondé  ( *). 


Nombres]  i|  a|  3I  4]  5I  6|  j\  8|  9I  io|  ii[  ii\  13 
Quarrés  | i]  4]  9|i6l2^|36|49|64|8i|ioo|i2i|i44|i69 


('■)  Nous  avons  des  tables  très-complettes  pour  les 
quarrés  des  nombres  naturels , publiées  fous  le  titre  de 
Tetragonometria  Tabularïa,  6»c.  audore  J.  JoBO  Ludolfo, 
Amftelodami,  1690,  in -4°,  Ces  tables  vont  depuis  i, 

F ïij 
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On  remarquera  d’abord  fans  peine  dans 
ces  nombres  quarrés  rangés  ainfi  par  ordre , 
une  belle  propriété  ; à favoir  que , fi  l’on 
fouftrait  chacun  de  ces  quarrés  de  celui  qui 
fuit  immédiatement , les  reftes  augmentent 
toujours  de  2 , & forment  la  fuite  que 
voici: 

3»  13»  19» 

qui  ed  celle  des  nombres  impairs. 

1 1 8. 

Les  quarrés  des  fraftions  fe  trouvent 
pareillement , en  multipliant  une  fraftion 
donnée  par  elle- même.  Par  exemple,  le 
quarré  de  ^ eft  ^ , & 

I a pour  quarré  ; 

i 1. 

3 9*  . ... 

. * * 

jufqii’à  looooo , non-feulement  pour  trouver  ces  quarrés,' 
mais  aulfi  les  produits  de  deux  nombres  quelconques 
moindres  que  100000  fans  parler  de  différens  autres 
ufages  qui  font  détaillés  dans  l’Introduélion  qui  eft  à la 
tête  de* l’Ouvrage. 
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i a pour  quarré  ^ ; 

fuite. 

On  voit  aflez  qu’il  fuffit  de  divifer  le 
quarré  du  numérateur  par  le  quarré  du 
dénominateur , & que  la  fraftion  qui  ex- 
prime cette  divifion,  doit  être  le  quarré 
de  la  fraftion  donnée.  C’eft  aind  encore 
que  ^ eft  le  quarré  de  | & réciproque- 

ment que  I eft  la  racine  de 

I 19. 

Quand  on  veut  trouver  le  quarré  d’un 
nombre  mixte , ou  compofé  d’un  nombre 
entier  & d’une  fraélion  , on  n’a  qu’à  le 
réduire  à une  feule  fraélion  , & prendre 
enfuite  le  quarré  de  cette  fraéHon.  Qu’il 
s’agifle , par  exemple,  de  trouver  le  quarré 
de  i'~i  on  exprimera  d’abord  ce  nombre 
par  £ , & prenant  le  quarré  de  cette  frac- 
tion , on  a ^ ou  6 ^ pour  la  valeur  du  quar;é 
de  2 ^.  De  même  pour  prendre  le  quarré 
de  3 - , on  dira  3 - eft  autant  que  ---  j donc 
fon  quarré  eft  égal  à , ou  à i o & ^ . Voicî 

F iv 
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pour  chaque  quart  d’augmentation  les  quar- 
rés  des  nombres  compris  entre  3 & 4, 


[|  Nombres 

3 

3^ 

t 

3 * 

«Il 

4 1 

Il  Quarrés 

9 

127 

14^ 

6 I 

On  peut  conclure  de  cette  petite  table , 
que  fi  une  racine  contient  une  fra6Hon  \ 
fon  quarré  ne  manque  pas  d’en  contenir 
une  aufli.  Soit , par  exemple , la  racine  i ; 
fon  quarré  ou  2 c’eft-à-dire  un 

peu  plus  grand  que  le  nombre  entier  2, 

120. 

e 

Pafibns  aux  exprefiions  générales.  Quand  1 

la  racine  eft  a , le  quarré  doit  être  aa  } Ç\  i 

la  racine  eft  2a  , le  quarré  eft  4 aa  5 ce 
qui  donne  à connoître  qu’en  doublant  la 
racine , le  quarré  devient  4 fois  plus  grand. 

De  même , fi  la  racine  eft  3 a , le  quarré 
eft  9aa;  & fi  la  racine  eft  4a  ^ le  quarré  ' 

eft  i6aa.  Mais  fi  la  racine  eft  a^,  le  quarré 
e^aabb}  & fi  la  racine  eft  a ^ c , le  quarré 
eft  aabbcc, 

\ 

1 


\ 1 

Digilized  by  Google  J 


d' A L G E B R E, 


«9 


121. 

Ainfi , quand  la  racine  eft  compofée  de 
deux  ou  de  plufieurs  fafteurs  , il  faut  mul- 
tiplier enfemble  leurs  quarrés;  & récipro- 
quement, fi  un  quarré  eft  compofé  de  deux 
ou  de  plufieurs  fafteurs , dont  chacun  eft 
un  quarré,  on  n’a  qu’à  multiplier,  enfemble 
les  racines  de  ces  quarrés  , pour  avoir  la 
racine  complette  du  quarré  propofé.  Ainfi, 
■comme  2304  eft  autant  que  4.16.36  , la 
racine  quarrée  en  eft  2.4.6  ou  48  ; & en 
effet  48  fe  trouve  être  la  racine  quarrée 
de  2304,  parce  que  48.48  fait  2304. 

122. 

Voyons  auffi  ce  qu’il  faut  obferver  dans 
cette  matière  à l’égard  des  fignes  & — . 

Et  d’abord  il  eft  clair  que  fi  la  racine  a 
le  figne  , c’eft-à-dire  qu’elle  eft  un  nom- 
bre pofitif , fon  quarré  doit  néceffairement 
être  de  même  un  nombre  pofitif,  parce 
que  par  -j-  fait  : le  quarré  de  -|-  a 
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fera  a a.  Mais  fi  la  racine  efi:  un  nombre 

négatif,  comme  — a , le  quarté  n’en  de- 
vient pas  moins  pofitif,  puifqu’il  efi  -j-aa  ; 
nous  pouvons  donc  conclure  que  ■-\-aa 
efi:  le  quarté  tant  de  -j-  a que  de  — a , & 
que  par  conféquent  on  peut  indiquer  pour 
tout  quarré  deux  racines , l’une  pofitive  & 
l’autre  négative.  La  racine  quarrée  de  2 5 , 
par  exemple  , efi  également  + 5 & — 5 , 
parce  que  — 5 multiplié  par  — 5 donne 
25  aufli  bien  que  5 par  -f“5» 


CHAPITRE  XII. 

Des  Racines  quarrées  & des  Nombres  irra- 
tionnels qui  en  réfultent. 


123. 

E que  nous  avons  dit  dans  le  chapitre 
précédent  revient  principalement  à ceci: 
Que  la  racine  quarrée  d’un  nombre  pro- 
pofé  n’eft  autre  chofe  qu’un  nombre  tel 
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que  fon  quarré  foit  égal  au  nombre  pro- 
pofé  , & qu’on  peut  mettre  devant  ces  ra- 
cines tant  le  ligne  pofitif  que  le  ligne  né- 
gatif. 

124. 

Ainli  quand  un  nombre  propofé  ell  un 
quarré , & qu’on  a retenu  dans  la  mémoire 
un  nombre  fuffil’ant  de  nombres  quarrés, 
il  ell  facile  de  trouver  la  racine  de  celui 
qui  ell  donné.  Si  c’ell  196  , par  exemple, 
quf’lbit  ce  nombre  propofé  , on  fait  que 
fa  racine  quarrée  ell  1 4. 

On  traite  de  même  avec  facilité  les 
fraéHo.ns  : il  ell  clair , par  exemple , que  ^ 
ell  la  racine  quarrée  de  ^ ; on  n’a , pour 
s’en  convaincre  , qu’à  prendre  la  racine 
quarrée  du  numérateur , & celle  du  déno- 
minateur. 

Si  le  nombre  propofé  ell  un  nombre 
mixte , comme  12^,  on  le  réduira  à une 
feule  fraélion  , laquelle  ell  ici  ^ , & on 
verra  fur  le  champ  que  c’ell  ^ ou  5 qui 
doit  être  la  racine  quarrée  de  12^. 
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125. 

Mais  quand  le  nombre  propofé  n’eft  pas 
un  quarré  , comme  1 2 par  exemple , il 
n’eft  pas  poffible  non  plus  d’en  extraire  la 
racine  quarrée , ou  d’indiquer  un  nombre 
tel  que , multiplié  par  lui-même , il  donne 
le  produit  1 2.  Ce  que  nous  favons  cepen- 
dant, c’eft  que  la  racine  quarrée  de  12 
doit  être  plus  grande  que  3 , parce  que  3.5 
ne  font  que  9 ; & plus  petite  que  4 , pal^e 
que  4.4  font  16,  c’eft-à-dire  plus  de  12, 
Nous  favons  même  auflî  que  cette  racine 
eft  plus  petite  que  3 ~ , car  nous  avons  vu 
que  le  quarré  de  3 ^ ou  ^ eft  12^.  Enfin 
nous  pouvons  déterminer  cette  racine  d’une 
maniéré  encore  plus  approchée , en  la  com- 
parant avec  3 ^ f car  le  quarré  de  3 ^ ou 
de  eft  ~ ou  1 2 & , par  conféquent 

cette  fraêlion  eft  encore  un  peu  plus  grande 
que  la  racine  qu’on  demande  ; mais  de  très- 
peu  , puisque  les  deux  quarrés  ne  different 
entr’eux  que  de  ^ . 
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126. 

On  pourroit  foupçonner  que  puifque  3 \ 
& 3 ^ font  des  nombres  plus  grands  que 
la  racine  de  1 2 ^ il  feroit  poffible  d’ajouter 
à 3 une  fraftion  un  peu  plus  petite  que  ~ ^ 
& précifément  telle  que  le  quarté  de  la 
fomme  fût  égal  à 1 2. 

Eflayons  donc  avec  3 puifque  ^ eft  un 
peu  moindre  que  Or  3 ^ eft  autant  que 
Y , dont  le  quarré  eft  & par  conféquent 
plus  petit  de  ^ que  le  quarré  de  1 2 , qu’on 
peut  exprimer  par  Il  eft  donc  prouvé 
que  3 ^ eft  plus  petit , & que  3 ^ eft  plus 
grand  que  la  racine  cherchée.  Eflayons 
donc  un  nombre  un  peu  plus  grand  que 
3 - , mais  pourtant  plus  petit  que  3 ^ > P^^S 
exemp.  3 Ce  nombre  qui  vaut  , a pour 
quarré  Or  en  réduifant  i 2 à ce  déno- 
minateur on  trouve  “ ; il  s’enfuit  donc  que 
3 ^ eft  encore  plus  petit  que  la  racine  de 
I 2 , à favoir  de  Subftituons  donc  à ^ la 
fraéHon  ~ , qui  eft  un  peu  plus  grande , 
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& voyons  encore  ce  qui  réfulte  de  la  com- 
parailbn  du  quarré  de  3 ^ avec  le  nombre 
1 2 propofé  : le  quarré  de  3 ^ eft  “ , or  1 2 
réduit  à la  même  dénomination  fait 
ainfi  3 ^ eft  encore  trop  petit , quoique  feu- 
lement de  , tandis  que  3 ^ s’eft  trouvé 
trop  grand. 

127. 

On  peut  comprendre  facilement  que 
quelque  fraéfion  que  Ton  joigne  à 3 , le 
quarré  de  cette  fomme  doit  toujours  con- 
tenir une  fraftion , & ne  peut  jamais  de- 
venir exaftement  égal  au  nombre  entier  1 2. 
Ainfi , quoique  nous  fâchions  que  la  racine 
quarrée  de  1 2 eft  plus  grande  que  3 ^ & 
tnoindre  que  3 ^ , nous  fommes  cependant 
forcés  de  convenir  que  nous  ne  fommes  ' 
pas  en  état  d’affigner  une  fraéHon  intermé- 
diaire entre  ces  deux-là , & telle  en  même 
temps  qu’ajoutée  à 3 , elle  exprime  exac- 
tement la  racine  quarrée  de  1 2.  Avec  tout 
cela  cependant  on  ne  peut  pas  dire  que  la 
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racine  quarrée  de  1 2 foit  indéterminée  par 
elle-même  & abfolument  j il  fuit  feulement 
de  ce  que  nous  avons  rapporté  , que  cette 
racine  , quoiqu’elle  ait  néceffairement  une 
grandeur  déterminée,  ne  fauroit  être  ex- 
primée par  des  fraftions. 

128. 

Il  eft  donc  une  elpece  de  nombres  qui 
ne  font  aucunement  affignables  par  des 
fraftions , & qui  font  cependant  des  quan- 
tités déterminées  j la  racine  quarrée  de  1 2 
nous  en  a offert  un  exemple.  On  nomme 
cette  nouvelle  efpece  de  nombres , des 
nombres  irrationnels  i ils  fe  préfentent  toutes 
les  fois  qu’on  cherche  la  racine  quarrée  d’un 
nombre  qui  n’eft  pas  un  quarré.  C’eft  ainfî 
que  2 n’étant  pas  un  quarré  parfait , la  ra- 
cine quarrée  de  2 , ou  le  nombre  qui , mul- 
tiplié par  lui  - même  , produit  2 , eft  une 
quantité  irrationnelle.  On  nomme  aufti  ces 
nombres  des  quantités  foiirdes  ou  des  in- 
commenfurables. 
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129. 

Ces  quantités  irrationnelles , quoiqu’elles 
ne  puiflent  pas  s’exprimer  par  des  fractions, 
font  cependant  des  grandeurs  dont  on  peut 
fe  faire  une  idée  jufte.  Car  quelque  cachée 
que  nous  paroiffe , par  exemple , la  racine 
de  I Z , nous  n’ignorons  pas  cependant  que 
c’eft  un  nombre  qui , multiplié  par  lui- mê- 
me , produit  exaftement  i z ; & cette  pro- 
priété eft  fuffifante  pour  nous  donner  une 
idée  de  ce  nombre , d’autant  qu’il  dépend 
de  nous  d’approcher  de  plus  en  plus  de  fa 
valeur. 

130. 

Comme  on  eft  donc  ftiftifamment  au  fait 
de  la  lignification  des  nombres  irrationnels 
dont  il  eft  queftion , on  eft  convenu  d’un 
certain  figne , pour  indiquer  les  racines 
quarrées  des  nombres  qui  ne  font  pas  des 
quarrés  parfaits.  Ce  figne  a cette  figure  \/, 
& fe  prononce  en  effet  racine  quarrée.  Ainft 
y/ 1 Z fignifie  la  racine  quarrée  de  i z , ou 

le 
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le  nombre  qui,  multiplié  par  lui -même, 
fait  I 2.  De  même , y i indique  la  racine 
quarrée  de  2 ; \/  3 , celle  de  3 ; la 
racine  quarrée  de  ^ j & en  général  \/ a. 
indique  la  racine  quarrée  du  nombre  a. 
Toutes  les  fois  donc  qu’on  voudra  indiquer 
la  racine  quarrée  d’^m  nombre  qui  n’ert:  pas 
un  quarré , on  n’aura  qu’à  fe  fervir  de  la 
marque  \/  en  la  mettant  devant  ce  nombre* 

I3I. 

L’explication  que  nous  avons  donnée 
des  nombres  irrationnels  , nous  met  aufii- 
îôt  fur  la  voie  pour  appliquer  à ces  nom- 
bres les  calculs  ufités.  Car  fachant,  par 
exemple , que  la  racine  quarrée  de  2 , mul- 
tipliée par  elle  - même , doit  produire  2 ; 
nous  favons  aufii  que  la  multiplication  de 
\/ 2 par  \/ 2 doit  produire  nécelTairement 
2 i que  de  même  celle  de  y'  3 par  \/ 3 doit 
donner  3 j que  \/ 5 par  y 5 fait  5 ; que 
\/|  par  y ^ fait  j ; & que  gcncraiemeiit 
^ a multiplié  par  \/ a produit  a. 

Tome  /,  - G 
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I 3*2. 

Mais  quand  il  s’agit  de  multiplier  \/ a 
par  \/ b , le  produit  eft  ^ ab  i parce  que 
nous  avons  montré  plus  haut  que  fi  un 
quatre  a des  faéteurs , fa  racine  doit  être 
compofée  des  racines  de  ces  faéleurs.  C’eft 
pourquoi  l’on  trouve  la  racine  quarrée  du 
produit  a b , laquelle  efl  \/ab , en  multi- 
pliant la  racine  quarrée  de  a ou  \/a , par 
la  racine  quarrée  de  /î- , ou  par  \/ b.  Il  efl 
clair  par-là  que  fi  b étoit  égal  à a on  au- 
roit  y aa  pour  le  produit  de  \/a  par  \/ b. 
Or  y a a efl  évidemment  a , parce  que  a a 
ell:  le  quarré  de  a. 

133. 

S’il  s’agit  de  la  divifion , & qu’on  ait 
\/ a , par  exemple  , à divifer  par  y^^,  on 
obtient  y/^  ; & il  peut  arriver  ici  que  dans 
le  quotient  l’irrationalité  s’évanouifTe.  C’eft 
ainh  qu’ayant  à divifer  y/i8  par  y/s , on 
obtient  le  quotient  y/  y , lequel  fe  réduit  à 
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\/| , & par  conféquent  à \/ 1 , parce  que 

1 eft  le  quarré  de  > 

134. 

I 

Quand  le  nombre  devant  lequel  on  a 
mis  le  ligne  radical  eft  lui-même  un 
quarré , on  en  exprime  la  racine  de  la  ma- 
niéré accoutumée.  Ainft  \/4  eft  autant  que 
1 , autant  que  ^ '^6  autant  que  6 ^ 

& V 12  ^ autant  que  ^ ou  3 On  voit 
que  dans  ces  cas  l’irrationalité  n’eft  qu’ap- 
parente , & qu’elle  difparoît  d’elle-même, 

135- 

Il  eft  facile  aufti  de  multiplier  nos  nom- 
bres irrationnels  par  les  nombres  ordinaires. 
Par  exemple , 2 multiplié  par  \/  5 fait 

2 y/ ^ & 3 fois  \/ 2 fait  3 \/2.  Dans  ce 

fécond  exemple  cependant,  comme  3 eft 
autant  que  V9.  , on  peut  exprimer  aufti  3 
fois  \/ 2 par  y 9 multipliant  \/ 1 ^ o\i  par' 
\/ 18. De  même  2 y/a  eft  autant  que  a , 
& 3 y/ a autant  que  v^9  a.  Et  en  général 

Gij 
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b \/ a a la.  même  valeur  que  la  racine  quar- 
rée  de  6 ba  ou  \/abb  j d’où  l’on  inféré 
réciproquement , que  quand  le  nombre  qui 
efl  précédé  du  ligne  radical  contient  un 
quarré , on  peut  prendre  la  racine  de  ce 
quarré  & la  mettre  devant  le  ligne,  comme 
on  feroit  en  écrivant  b^  aau  lieu  de  \/  hba. 
On  comprendra  aifément  d’après  cela  les 
rédufHons  qui  fuivent  : 

autant  que  2 y/i; 

2 \/3  J 

3/2; 

2 /d; 

A\ 

5 V 3i 

ainli  de  fuite. 


v/s 

ou 

2.4 

ou 

V 3-4 

v/18 

ou 

v/2.9 

V/4 

ou 

/6.4 

\/  32 

ou 

y 2.id 

V75 

ou 

v/  3.25 

136. 

La  divifion  eft  fondée  fur  les  mêmes 


principes,  yj a 

divifé  par  \/ b , 

Vf- 

Et  pareillement 

ou  y/4 

eft  autant 

que 

OU  2 ; 

y ^ 
yz 

— — — 

ou  y/ 9 

ou  3 J 

121 

t-  3 

ou  y^4 

OU  2. 
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De  plus 

eft  autant  que  ou  y ^ ou  y 2 ; 

ou  v/r  V } i 

tl^ou  v/'f%  ou  y/xA 

OU  y 6.4 , ou  enfin  i y 6. 


k» 

3_ 

vz 

12 

V/6 


137. 

Il  n’y  a rien  à remarquer  de  particulier  à 
l’égard  de  l’addition  & de  la  fouilraéHon  , 
parce  qu’on  ne  fait  que  lier  les  nombres 
par  les  lignes  + & — . Par  exemple,  \/ 2 
ajouté  à \/ 3 s’écrit  \/ 1 y,  Sz  \/ -^ 
foufirait  de  y 5 s’écrit  \/ 5 — y 3. 


138. 

Enfin  nous  ferons  obferver  que  par  op- 
pofition  à ces  nombres  irrationnels  , 011 
nomme  les  autres  nombres  , tant  entiers 
que  fraéHonnaires  , des  nombres  rationnels» 
Ainfi  toutes  les  fois  qu’on  parle  de  nom- 
bres rationnels  , on  entend  par-là  des  nom- 
bres entiers  , ou  bien  aufîi  des  fraélions. 


G ii) 


Digitized  by  Google 


102 


E L É M E N S 


CHAPITRE  XIII. 

Des  Q uantités  impojjibles  ou  imaginaires^ 

qui  dérivent  de  la..même  fource, 

% 

139. 

Nou  s avons  déjà  vu  plus  haut  quejes 
quarrcs  des  nombres , tant  pofitifs  que  né- 
gatifs , font  toujours  pofitifs  ou  aifeftés  du 
figne  J ayant  fait  obferver  que  — a mul- 
tiplié par  — a fait  -j-tza,  tout  comme  le 
produit  de  -}-(3  par  C’efl:  pourquoi, 
dans  le  chapitre  précédent , nous  avons 
fuppofé  que  tous  les  nombres  dont  il  s’agif- 
foit  d’extraire  les  racines  quarrées , étoient 
pofitifs. 

140. 

Quand  il  arrive  donc  qu’il  foit  quefHon 
d’extraire  la  racine  d’un  nombre  négatif, 
on  ne  peut  que  fe  trouver  fort  embarralfé , 
n’y  ayant  aucun  nombre  affignable  dont  le 
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quarré  foit  un  nombre  négatif.  Car  fuppo- 
fez , par  exemple , qu’on  voulût  extraire 
la  racine  de  — 4 , ce  feroit  demander  un 
nombre  tel  que , multiplié  par  lui-même , 

' il  donnât  — 4 j or  ce  nombre  cherché  n’eft 
ni  2 ni  — 2 , parce  que  le  quarré  , tant 
de  2 que  de  — 2 , eft  4 & non  pas 
— 4- 

I4I. 

Il  faut  donc  conclure  que  la  racine  quar- 
rée  d’un  nombre  négatif  ne  peut  être  ni 
un  nombre  pofitif , ni  un  nombre  négatif, 
puifqu’auffi  les  quarrés  des  nombres  néga- 
tifs prennent  le  ligne  plus.  Par  conféquent 
il  faut  que  la  racine  en  queftion  appartienne 
à une  ef|5ece  tout- à- fait  particulière  de 
nombres  ; puifqu’elle  ne  peut  être  comptée 
ni  parmi  les  nombres  pofitifs , ni  pafmi  les 
'nombres  négatifs. 

. Or  nous  avons  remarqué  plus  haut  que 
les,  nombres  pofitifs  font  tous  plus  grands 

G iy 
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que  rien  ou  o , & que  les  nombres  négatifs 
font  tous  plus  petits  que  rien  ou  o ; de  façon 
que  tout  ce  qui  furpaffe  o s’exprime  par 
des  nombres  pofmfs , & que  tout  ce  qui 
ell  moindre  que  o , s’exprime  par  des  nom- 
bres négatifs.  Nous  voyons  donc  que  les 
racines  quarrées  de  nombres  négatifs  ne 
font  ni  plus  grandes  ni  plus  petites  que  rien. 
Cependant  on  ne  peut  pas  dire  cpj’elles 
foient  o ; car  o multiplié  par  o fait  o , & 
})nr  conféquent  ne  donne  pas  un  nombre 
négatif. 

o . ; ■ . 

^ 143-  ^ 

. Or  puifque  tous  les  nombres  qu’il  ell 
potTjble.de  s’imagin_er,  font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  .0 , ou  font  o meme , il 
,.eft  clair  qu’on  ne  peut  pas_même  compter 
la  racine  quarrée  d’un  nombre  négatif  parmi 
les  nombres  pofilbles , & il  faut  donc  dire 
que  c’eft  une  quatrtité  impoilible.  C’efl  de 
cette  façon  cjiie- nous ifommes' conduits  à 
-l’idée  de  nombrés-qui  par  leur  nature  font 


Digilized  by  Google 


c 


d' A L G E B R E.  105 

impofllbles.  On  nomme  ordinairement  ces 
nombres  des  (juantltés  imaoinaircs , parce 
qu’elles  exiftent  purement  dans  l’imagi- 
nation. 

I44.1 

Toutes  les  expreffions,  comme  y/ — i , 
y/ — 2,  y/ — 3,  y/ — - 4 , &c.  font  par 
conféquent  des  nombres  impofllbles  ou 
imaginaires , piiifqii’ils  indiquent  des  racines 
de  quantités  négatives.  Et  c’efl:  de  pareils 
nombres  qu’on  foutient  avec  raifon  qu’ils 
ne  font  ni  riçn  , ni  plus  que  rien  , ni  moins 
que  rien  ; ce  qui  fait  principalement  qu’on 
eîi:  obligé  de  les  déclarer  impofllbles. 

- 145. 

Avec  tout,  cela  cependant  ces  nombres 
fe  préfentent  à refprit , ils  ont  lieu  dans 
notre  imagination  , & nous  ne  laiflbns  pas 
d’en  avoir  une  idée  fuflifante  ; puifque  nous 
• favons  que  par  y/ — • 4 , par  exemple , on 
entend  un  nombre  qui,. multiplié- par  lui- 
niême , fait  — 4.  C’efl:  aufli  pourquoi  rien 
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ne  nous  empêche  d’appliquer  le  calcul  à 
ces  nombres  imaginaires , & de  les  em-  | 
ployer. 

146. 

Notre  première  notion  dans  la  matière 
que  nous  traitons , eft  que  le  quarré  de  ! 

v/-3  , par  exemple  , ou  le  produit  de  j 

V — 3 par  \/  — 3 , eft  — 3 ; que  celui  j 

de  \/ — I par  \/ — i , fait  — i j & en  gé-  ^ 

néral , qu’en  multipliant  y/  — a par  \/ — a,  | 

ou  en  prenant  le  quarré  de  y/ — a,  on 
obtient  • — a.  , * 

147. 

Maintenant , comme  — a lignifie  autant  1 
que  -\-a  multiplié  par  — i , & que  la  ra-  j 
cine  quarrée  d’un  produit  fe  trouve  en  mul- 
tipliant enfemble  les  racines  des  faveurs , 
il  s’enfuit  que  la  racine  de  a multipliée  par  1 
— I , ou  y — a , eft  autant  que  y/ a mul-  | 

, tipliée  par  y/ — i.  Or  y/a  eft  un  nombre 
- poflible  ou  réel , par  conféquent  ce  qu’il 
y a d’impoflible  dans  une  quantité  imagi- 
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naire , peut  toujours  fe  réduire  à V/-K 
Par  cette  raifon  donc , y/  — 4 eft  autant 
que  \/ 4 multipliée  par  y — i , & autant 
que  2 v'-.,  à caufe  àe  \/ 4 égal  à 2. 
Par  la  même  raifon  \/  — 9 fe  réduit  à 
v/p.y/ — i,ouà  3 y — ij  & \/ — iS 
{ignifie  4 \/ — i . 

148. 

De 

\/ b fai 

leur  de  \/  — 2 multipliée  par  ^ — 3 ; & 
y^4  ou  2 , pour  la  valeur  du  produit  de 
\/  — I par  y — 4.  On  voit  donc  que  deux 
nombres  imaginaires  , multipliés  l’im  par 
l’autre  , en  produifent  un  réel  ou  poflible. 

Mais  au  contraire  un  nombre  poflible, 
multiplié  par  un  nombre  impofiible  , donne 
toujours  de  l’imaginaire:  y — 3 par  \/-f-  5 
fait  y^  — 15. 

149. 

Il  en  eft  de  même  à l’égard  de  la  divi- 
fion  i car  yj a divifé  par  y b faifant  , 


plus  , comme  \/ a multipliée  par 
t \/ ab  J l’on  aura  \/ 6 pour  la,va- 


\ 
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il  eH  clair  que  \/  — 4 clivifé  par  \/ — i 
fera  4 ou  2 ; que  \/-j-  3 clivifé  par 
y/ — 3 fera  \/ — • i ; & que  i divifé  par 
y ~ 1 me  donne  y/~  ou  \/ — i i parce 
que  I eft  autant  que  y -]-  i . 

I 50. 

Nous  avons  obfervé  plus  haut  que  la 
racine  quarrée  d’un  nombre  quelconque  a 
toujours  deux  valeurs  , l’une  pofitive  & 
l’autre  négative  ; que  y 4 , par  exemple , 
eft  également  -j-  ^ ^ ^ > & qu’en  gé- 

néral on  peut  adopter  — y/ a comme  -{-y/ a. 
pour  la  racine  quarrée  de  a.  Cette  remar- 
que a lieu  auffi  ^ quand  il  s’agit  de  nombres 
imaginaires:  la  racine  quarrée  de  — a ell 
également  4“  ^ ^ ^ 

il  faut  fe  garder  de  confondre  les  lignes 
4“  & — qui  foiK  devant  le  ligne  radical  y/, 
& le  ligne  qui  lie  vient  qu’apfès  cette  mar- 
que y/. 
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1 

151. 

Il  nous  refte  enfin  à lever  le  doute  qu’on 
pourroit  avoir  fur  l’utilité  des  nombres  dont 
nous  venons  de  parler  ; car  en  effet  ces 
nombres  étant  impoffibles , il  ne  feroit  pas 
étonnant  qu’on  les  crût  tout-à-fait  inutiles 
& l’objet  feulement  d’une  vaine  fpécula- 
tion.  On  fe  tromperoit  cependant  j le  calcul 
des  imaginaires  eft  de  la  plus  grande  im- 
portance ; fouvent  il  fe  préfente  des  qifef- 
tions , defquelles  on  ne  fauroit  dire  fur  le 
champ  fi  elles  renferment  quelque  chofc  de 
réel  & de  pofiîbie  ou  non.  Or  quand  la  fo- 
Iiition  d’une  pareille  queffion  nous  conduit 
à des  nombres  imaginaires , nous  fommes 
certains  que  ce  qu’on  demande  eft  impof- 
fible. 

Afin  d’éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire  par  un  exemple  , fuppofons  qu’on 
propofe  la  queftion  : de  divifer  le  nombre 
1 2 en  deux  parties , telles  que  le  produit 
de  ces  parties  faffe  40.  Si  l’on  réfout  cette 
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queftion  parles  réglés  ordinaires , on  trouve 
pour  les  parties  cherchées  & 

6 — \/ — 4 \ mais  ces  nombres  font  ima- 
ginaires : on  conclut  donc  par  cela  même 
qu’il  eft  impoflîble  de  réfoudre  la  queftion. 

On  faifira  facilement  la  différence , en 
fuppofant  que  la  queftion  eût  été  de  divifer 
1 2 en  deux  parties  qui , multipliées  en- 
femble , fiflent  3 5 ; car  il  eft:  évident  que 
ces  parties  feroient  7 & 5. 

i 


-CHAPITRE  XIV.  “ 

Des  Nombres  Cubiques» 


I 52. 

(^UAND  un  nombre  a été  multiplié  trois 
fois  par  lui  - même  , ou  , ce  qui  revient  i 
au  même  , que  le  quarré  d’un  nombre  a 
été  multiplié  encore  une  fois'  par  ce  nom- 
bre , on  a un  produit  qui  fe  nomme  un 
cube  ou  un  nombre  cubique,  C’eft  ainû 
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que  le  cube  de  a eft  a a a , vu  que  c’eft  ce 
qu’on  obtient  en  multipliant  a par  foi- 
même  , ou  par  a , & enfuite  ce  quarté  a a 
encore  par  a. 

On  voit  par-là  que  les  cubes  des  nom- 
bres naturels  doivent  fe  fuivre  dans  l’ordre 
que  voici  ( * ) : 

I NombresI  1 1 1 1 3 |4l5|6|7|8|9|io 

II  Cubes  1 1 1 8 l27|64ti25|ai6l343l5i2|72o[iooo 

— rr^ rfâ 


M3- 

Si  nous  confidérons  les  différences  de  ces 
nombres  cubiques  , comme  nous  l’avons 
fait  pour  les  quartés,  en  fouffrayant  chaque 
cube  de  celui  qui  le  fuit , nous  obtenons  la 
fuite  de  nombres  que  voici  : 

7,  19, 37,61,91, 127, 169, 217,  271; 
nous  ne  remarquons  d’abord  aucune  régu- 

(^)  On  doit  à un  Mathématicien,  nommé  /.  Paul 
Buchner,  des  tables  publiées  à Nuremberg  en  1701 , dans 
lefquelles  on  trouve  tant  les  quarrés  que  les  cubes  de 
tous  les  nombres  depuis  i jufqu’à  12000. 
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larité  dans  cette  fuite  j mais  fi  nous  prenons 
les  différences  de  ces  nombres , nous  voyons 
fe  former  la  férié  fuivante  : 

> 

12, i8, 24,  30,36, 42, 48, 545 
dans  laquelle  les  termes  augmentent  tou- 
jours évidemment  de  6, 

154. 

Après  la  définition  que  nous  avons  donnée 
du  cube , il  ne  fera  pas  difficile  de  trouver 
les  cubes  des  nombres  fraèlionnaires  : on 
verra  que  eft  le  cube  de  ^ 5 que  ^ ell 
le  cube  de  - , & aue  4-  efi:  celui  de  7.  ,En 
effet  on  n’a  qu’à  prendre  féparément  le  cube 
du  numérateur  & celui  du  dénominateur , 
on  aura  ^ pour  le  cube  de  la  fraftion 

155* 

Si  c’eft  d’un  nombre  mixte  qu’il  s’agit 
de  trouver  le  cube  , il  faut  d’abord  le  ré- 
duire en  une  feule  fraéHon  , & procéder 
enfuite  comme  il  a été  dit.  Pour  trouver, 
par  exemple , le  cube  de  i il  faut  prendre 

celui 


; ■ 
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celui  de  \ , qui  eft  ou  3 & De  même 
le  cube  de  i ^ , ou  de  la  fraêtion  feule  ^ , 
eft  ou  I & ^ & le  cube  de  3 ^ ou 

^ eft  ou  34  g-. 

I 56. 


Puifque  aaa  eft  le  cube  de  fl,  celui  du 
nombre  ah  fera  aaahhh;  d’où  l’on  voit 
que  fl  un  nombre  a deux  ou  plulieurs  fac- 
teurs , on  peut  trouver  fon  cube  en  mul- 
tipliant enfemble  les  cubes  de  ces  fafteurs- 
Par  exemple , comme  1 2,  eft  autant  que 
3.4,  on  multiplie  le  cube  de  3 , qui  eft  27, 
par  le  cube  de  4 qui  eft  64  , & on  obtient 
1728,  cube  de  12.  On  voit  de  plus  que 
le  cube  de  2fleft8flflfl,&  par  conféquent 
8 fois  plus  grand  que  le  cube  de  a ,•  & de 
même,  que  le  cube  de  3 a eft  27  aaa , 
c’eft -à-dire  qu’il  eft  27  fois  plus  grand  que 
le  cube  de  a. 


157- 

Faifons  attention  aufli  aux  lignes  -j-  & 
— . Il  eft  clair  d’abord  que  le  cube  d’un 
Tome  /,  H 
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nombre  pofîtif  -\-a  ne  peut  qu’être  pofîtîf  de 
même,  c’eft-à-dire  -^aaa.  Mais  s’il  s’agit 
de  prendre  le  cube  d’un  nombre  négatif 
■ — a,  on  verra  qu’en  prenant  d’abord  le 
quarré , lequel  eft  -|-  aa , & multipliant  en- 
fuite  , félon  la  réglé,  ce  quarré  par  — a, 
le  cube  cherché  devient  — a a a.  Il  n’en  eft 
donc  pas , à cet  égard , des  nombres  cu- 
biques comme  des  nombres  quarrés  , puif- 
que  ceux-ci  fe  trouvent  toujours  pofitifs. 
Le  cube  de  — i eft  — i , celui  de  — z 
eft  — 8 , celui  de  • — 3 eft  — 2.7  ? & ainfi 
de  fuite. 


CHAPITRE  XV. 


Des  Racines  cubiques  & des  Nombres  irra- 
tionnels  qui  en  dérivent. 


I 58. 


De  même  qu’on  peut,  comme  on  a vu, 
trouver  le  cube  d’un  nombre  donné , on 
peut  réciproquement  aufli , étant  donné  un 
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nombre  quelconque  , trouver  le  nombre 
qui , multiplié  trois  fois  par  lui- même , pro- 
duit le  nombre  propofé.  Ce  nombre  cher- 
ché s’appelle  relativement  à l’autre  , la  ra-^ 
cine  cubique.  Ainfî  la  racine  cubique  d’un 
nombre  donné  eft  le  nombre  dont  le  cube 
eft  égal  à ce  nombre  donné. 

159. 

Il  eft  donc  facile  de  déterminer  la  racine 
cubique,  quand  le  nombre  propofé  eft  réel- 
lement un  cube , comme  nous  en  avons  vu 
des  exemples  dans  le  chapitre  précédent. 
On  fent  bien  que  la  racine  cubique  de  i 
eft  I j que  celle  de  8 eft  2 j que  celle  de 
27  eft  3 ; que  celle  de  (34  eft  4 , & ainft 
de  fuite.  Et  pareillement , que  la  racine  cu- 
bique de  — 27  eft  — 3 } & que  celle  de 
— 125  eft  — 5 . 

De  plus , que  fi  le  nombre  propofé  eft 
rompu , comme  ^ , la  racine  cubique  en 
doit  être  y ; & que  celle  de  eft  - . Enfin, 

que  la  racine  cubique  d’un  nombre  mixte 

Hi) 

/ 
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2 ^ doit  être  j ou  i j j parce  que  2 ^ eft 
autant  que  %. 

160.  ■ ♦ 

Mais  fi  le  nombre  propofé  n’eft  pas  réel- 
lement un  cube  , fa  racine  cubique  ne 
pourra  pas  non  plus  s’exprimer  ni  en  nom- 
bres entiers , ni  en  nombres  fraftionnaires. 
Par  exemple , 43  n’efi:  pas  un  nombre  cu- 
bique ; je  dis  donc  qu’il  eft  impoflible  d’af- 
figner  un  nombre , foit  entier  foit  fraêHon- 
naire,  dont  le  cube  fafle  exaftement  43. 
Ce  qu’on  peut  affurer  cependant , c’eft  que 
la  racine  cubique  de  ce  nombre  efi:  plus 
grande  que  3 , vu  que  le  cube  de  3 ne  fait 
que  27  , & que  cette  racine  efi:  plus  petite 
que  4 , parce  que  le  cube  de  4 eft  64.  Nous 
favons  donc  que  la  racine  cubique  cher- 
chée eft  néceflairement  contenue  entre  les 
nombres  3 & 4. 

161.  * 

Si  l’on  veut  donc , puifque  la  racine  cu- 
bique de  43  furpafle  3 , ajouter  à 3 une 
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fraftion  ; il  eft  fûr  qu’on  pourra  de  plus  en 
plus  approcher  de  la  vraie  valeur  de  cette 
racine  j mais  on  ne  pourra  cependant  ja- 
mais indiquer  de  nombre  qui  exprime  exac- 
tement cette  valeur  ; parce  que  le  cube 
d’un  nombre  mixte  ne  peut  jamais  être  par- 
faitement égal  à un  nombre  entier  , tel 
qu’eft  43.  Si  l’on  fuppofoit,  par. exemple, 
que  3 J ou  J fût  la  racine  cubique  cherchée 
de  43  , on  fe  tromperoit  de  j car  le  cube 
de  \ ne  fait  que  ou  42 

162. 

Il  eÆ  donc  clair  par-là  que  la  racine  cu- 
bique de  43  ne  peut  en  aucune  maniéré 
s’exprimer  foit  par  des  nombres  entiers , 
foit  par  des  fraéUons.  Cependant  on  a une 
idée  diftinéle  de  la  grandeur  de  cette  ra- 
cine } cela  engage  à fe  fervir , pour  l’in- 
diquer , du  ligne  y , qu’on  met  devant  le 
nombre  propofé , & qu’on  prononce  racine 
cubique  , afin  de  la  diftinguer  de  la  racine 
quarrée , laquelle  on  ne  fait  fouvent  que 

H iij 
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nommer  fimplement  racine.  Ainfi  ^ 43  fi. 
gnifie  la  racine  cubique  de  43  , c’eft-à-dire, 
le  nombre  dont  le  cube  eft  43  , ou  qui , 
multiplié  trois  fois  par  lui-même , fait  43. 

163. 

Il  eft  donc  clair  aufli  que  de  telles  ex- 
prefiions  ne  peuvent  appartenir  aux  quan- 
tités rationnelles  , & qu’elles  conftituent 
plutôt  une  efpece  particulière  de  quantités 
irrationnelles.  Elles  n’ont  >même  rien  de 
commun  avec  les  racines  quarrées , & il 
n’eft  pas  pofîible  d’exprimer  une  telle  ra- 
cine cubique  par  une  racine  quarrée,  com- 
me par  exemple  par  \/i  2 j car  le 
de  \/ 1 2 étant  1 2 , fon  cube  fera  1 2 
par  conféquent  encore  irrationnel  & tel 
qu’il  ne  peut  être  égal  à 43. 

164. 

Que  fi  le  nombre  propofé  eft  un  cube 
réel , nos  expreflions  deviennent  rationnel- 
les : \/ I eft  autant  que  1 j v/s  eft  autant 


quarré 
\/ 12, 
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que  2 ; v^z7  autant  que  3 ; & en  général 
^aaa  autant  que  a. 

165. 

S’il  étoit  queftion  de  multiplier  une  ra- 
cine cubique  comme  y/ a par  une  autre 

comme  le  produit  doit  être 
car  nous  favons  que  la  racine  cubique  d’un 
produit  ab  (e  trouve  en  multipliant  enfem- 
ble  les  racines  cubiques  des  faveurs.  On 
voit  par  cela  même  que  s’il  s’agiffoit  de  la 

divifion  de  \/ a par  , le  quotient  feroit 

i/m  tjCj 

V *- 

166. 

On  comprend  auffi  que  ly/a  eft  autant 

que  y/s  a , parce  que  ^ équivaut  à y/s  ; 

que  3y/a  eft  autant  que  y/  27a,  & b\/a 

autant  que  Ainfi  réciproquement, 

fi  le  nombre  qui  fuit  le  figne  radical  a un 
fafteur  qui  foit  un  cube , on  peut  le  faire? 

H iv 
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difparoître  en  en  mettant  la  racine  cubique 
devant  le  ligne.  Par  exemple , au  lieu  de 
\/ 64a  on  peut  écrire  4^ a ,*  & 5 \/a  au 
lieu  de  \/ 11^ a.  Il  fuit  de-là  que  \/.i6  eft 
autant  que  z 2 , parce  que  16  eft  au- 
tant que  8.2.  , 

167. 

Quand  un  nombre  propofé  eft  négatif, 
fa  racine  cubique  n’eft  pas  fujette  aux  dif- 
ficultés que  nous  avons  rencontrées  en  trai- 
tant des  racines  quarrées.  Car  puifque  les 
cubes  de  nombres  négatifs  font  négatifs,  de 
même  il  s’enfuit  qu’auffi  les  racines  cubiques 
de  nombres  négatifs  font  limplement  néga- 
tives. Ainfi  \/— 8 lignifie  — 2,  & \/— 27, 
eft  autant  que  — 3.  Il  s’enfuit  aulfi  que 
\/— 12  eft  la  même  chofe  que  —\/ 12, 

& que  \/—a  peut  s’exprimer  par  —\/ a, 
D’oii  l’on  voit  que  le  ligne  — , s’il  fe  trouve 
derrière  le  ligne  de  la  racine  cubique , au- 


t 
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roit  auffi  pu  fe  mettre  devant  ce  figne.  Nous 
ne  fommes  donc  pas  conduits  ici  à des  nom- 
bres impofnbles  ou  imaginaires,  comme 
cela  nous  eft  arrivé  en  confîdérant  les  ra- 
cines quarrées  des  nombres  négatifs. 


CHAPITRE  XVI. 


Des  Puijfances  en  ^néraL 


l68. 

T . E produit  qu’on  obtient  en  multipliant 
un  nombre  plufieurs  fois  par  lui-même  , fe 
nomme  une  puijfance.  Ainfi  un  quarré  qui 
provient  de  la  multiplication  d’un  nombre 
par  lui-même  , & un  cube  qu’on  obtient  en 
multipliant  un  nombre  trois  fois  par  lui- 
même  , font  des  puiflfances.  On  dit  auffî 
dans  le  premier  cas  , que  le  nombre  eft 
élevé  au  fécond  degré  , ou  à la  fécondé 
puiflance  ; & dans  l’autre  cas , que  le  nom- 
bre eft  élevé  au  troifieme  degré  ou  à la 
troideme  puiffance. 
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169. 

C’eft  qu’on  diftingue  ces  puiffances  l’une 
de  l’autre  par  le  nombre  de  fois  que  le  nom- 
bre propofé  a été  multiplié  par  lui-même. 
Par  exemple , un  quarré  fe  nomme  la  fé- 
condé puiffance,  parce  qu’un  certain  nom- 
bre donné  a été  multiplié  deux  fois  par  lui- 
même  i fi  un  ifcmbre  a été  multiplié  trois 
fois  par  lui-  même , on  nomme  le  produit 
la  troifieme  puiffance , laquelle  fignifie  donc 
la  même  chofe  qu’un  cube.  Multipliez  un 
nombre  quatre  fois  par  lui  - même , vous 
aurez  fa  quatrième  puiffance , ou  bien  ce 
qu’on  nomme  communément  le  quarré^ 
quarré  ou  le  bi- quarré  : & il  n’eff  pas  dif- 
ficile à préfent  de  comprendre  ce  qu’on* 
entend  par  la  cinquième , fixieme , feptie- 
me,  &c.  puiffance  d’un  nombre.  J’ajoute 
feulement  que  ces  puiffances  ceffent  après 
le  quatrième  degré  d’avoir  d’autres  noms 
particuliers. 
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Pour  éclaircir  tout  cela  encore  mieux , 
nous  remarquerons  d’abord  que  les  puif- 
fances  de  i relient  conftamment  les  mêmes  ; ^ 
parce  que  , quelque  nombre  de  fois  qu’on 
multiplie  ce  nombre  i par  lui- même,  le 
produit  fe  trouve  toujours  être  1.  Nous 
commencerons  donc  ici  par  indiquer  les 
puiflances  de  2 & de  3 .Voici  l’ordre  qu’elles 
fuirent  : 


Puijfances 

du  Nombre  2 , 

du  Nombre  j. 

I. 

2 

II. 

4 

9 

III. 

8 

^7 

IV. 

16 

81 

V. 

3^ 

243 

VI. 

64 

729 

VII. 

ii8 

2187 

vm. 

256 

6561 

IX. 

512 

19683 

X. 

10Z4 

• 59049 

XI. 

2048 

Ï77M7 

xu. 

4096 

53M4» 

xni. 

8192 

1594323 

XIV. 

16384 

4782969 

XV. 

32768 

14348907 

XVI. 

65536 

43046721 

XVII. 

131072 

129140163 

XVÜI. 

262144 

387420489 
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Mais  ce  font  fur-tout  les  puiflances  du 
nombre  i o qui  font  remarquables  j car  fur 
ces  puiffances  fe  fonde  toute  notre  Arith- 
métique, En  voici  quelques-unes  rangées 
par  ordre , en  commençant  par  la  première 
puiffance  : 

I.  IL  III.  IV.  V.  VI. 

10,  lOO  , 1000,  lOOOO,  lOOOOO,  1000000,  &c. 

I7I. 

Si  l’on  veut  maintenant  envifager  la  chofe 
d’une  maniéré  plus  générale , on  verra  que 
les  puiflances  d’un  nombre  quelconque  a 
fe  fuivent  dans  cet  ordre  : 

I.  IL  III.  IV.  V.  VI. 

a,  aa  , aaa , a a a a , aaaaa  , aatiaaa  , &c. 

Mais  on  ne  tardera  pas  à s’appercevoir 
de  l’inconvénient  qui  accompagne  cette 
façon  d’écrire  les  puiflTances  , & qui  con- 
fiée en  ce  qu’il  faudroit , pour  exprimer  de 
grandes  puiffances , écrire  la  même  lettre 
très  - fouvent  j le  Leéleur  même  n’auroit 
pas  moins  de  peine , s’il  étoit  obligé  de 
compter  toutes  ces  lettres  pour  favoir 
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quelle  puiffance  on  a voulu  indiquer.  La 
centième  puiffance  , par  exemple  , ne 
s’écriroit  pas  commodément  de  cette  fa- 
çon-là , & il  feroit  encore  plus  difficile  de 
la  reconnoître. 


172. 

Afin  d’éviter  cet  inconvénient , on  a 
imaginé  une  façon  bien  plus  commode  d’ex- 
primer de  telles  puiffances , & qui  mérite  à 
caufe  de  fon  ufage  étendu , d’être  expliquée 
foigneufement:  favoir,  pour  exprimer,  par 
exemple , la  centième  puiffance , on  écrit 
Amplement  le  nombre  1 00  au-deffus  de  ce- 
lui dont  on  veut  exprimer  la  centième  puif- 
fance , & un  peu  vers  la  droite  : ainfi  a ’ , 

qui  fignifie  a élevé  à 1 00 , indique  la  cen- 
tième puiffance  de  a.  Il  ne  faut  pas  ou- 
blier qu’on  donne  le  nom  âüexpojant  au 
nombre  écrit  au-deffus  de  celui  dont  il  in- 
dique la  puiffance  ou  le  degré  , & qui  eft 
1 00  dans  le  cas  que  nous  avons  fuppofé. 
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173- 

De  cette  maniéré  a ’ fignifie  donc  a élevé 
à 2 , ou  la  fécondé  puiffance  de  a , laquelle 
cependant  on  indique  aufli  quelquefois  par 
aa,  parce  que  l’une  & l’autre  expreflion 
s’écrit  & fe  comprend  avec  la  même  fa- 
cilité. Mais  déjà  pour  exprimer  le  cube  ou 
la  troifieme  puiffance  aaa^  on  écrira/  con- 
formément à la  nouvelle  réglé  , afin  de 
gagner  de  la  place.  De  même  a*  lignifie 
la  quatrième , a ' la  cinquième , & a Ma 
fixieme  puiffance  de  a, 

174. 

En  un  mot  toutes  les  puiffances  de  a fe 
repréfenteront  par 

a,  a' , , a*  y a'‘  , , d’ , ^ , a'®,  &c. 

d’oîi  l’on  voit  que  , fuivant  cette  maniéré  , 
on  auroit  très-bien  pu  écrire  a ' au  lieu  de  a 
pour  le  premier  membre  de  la  férié , afin 
d’en  mieux  faire  appercevoir  l’ordre.  En 
effet  a ‘ n’eft  autre  chofe  que  a , vu  que 
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cette  unité  indique  que  la  lettre  a ne  doit 
s’écrire  qu’une  fois.  Une  pareille  fuite  de 
puiffances  fe  nomme  aufli  une  progreffion 
géométrique , parce  que  chaque  terme  eft 
d’un  nombre  de  fois  plus  grand  que  le  pré- 
cédent. 

'75- 

Comme  dans  cette  même  fuite  de  puif- 
fances  chaque  terme  fe  trouve  en  multi- 
pliant par  a celui  qui  le  précédé , ce  qui 
augmente  l’expofant  de  i ; on  peut  auffi , 
au  moyen  d’un  terme  donné , trouver  celui 
qui  le  précédé , en  divifant  par  a , parce 
que  c’eft  diminuer  l’expofant  d’une  unité. 
Cela  nous  apprend  que  le  terme  qui  pré- 
cédé le  premier  terme  a ‘ , doit  être  nécef- 
fairement  ^ ou  i ; or  fi  l’on  fe  réglé  fur  les 
expofans , on  conclura  fans  peine  que  ce 
terme  qui  précédé  le  premier , doit  être  a ° , 
On  peut  donc  déduire  de-là  la  propriété 
remarquable , que  eft  confiamment  égal 
à I , quelque  valeur  grande  ou  petite  qu’ait 
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I 

le  nombre  a , & même  quand  a n’eft  rien  y 
c’eft-à-dire  que  même  0“  fait  i.  1 


176. 

Nous  pouvons  continuer  encore  notre 
fuite  de  puiflances  en  rétrogradant  , & 
même  de  deux  maniérés  différentes  : l’une  en 
divifant  toujours  par  a y l’autre  en  diminuant 
l’expofant  d’une  unité.  Et  nous  ne  pouvons 
douter  que , fuivant  l’une  ou  l’autre  façon , 
les  termes  ne  foient  parfaitement  égaux. 
Nous  allons  préfenter  cette  férié  rétrograde 
fous  l’une  & l’autre  forme , en  avertiffant 
que  c’eft  auffi  à rebours , c’eft-à-dire , en 
allant  de  la  droite  vers’la  gauche , que  l’on 
doit  la  lire. 


I 

I 

I 

I 

I 

1 

I 

a 

1 

aaaaaa 

aaaaa 

aaaa 

aaa 

aa 

a 

F. 

1 

I 

I 

I 

1 

1 

1 

a’ 

a * 

û’ 

a* 

a' 

a—' 

a-’ 

a-® 

a-' 

177. 
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Nous  voici  parvenus  à connoître  des 
puiffances  dont  les  expofans  font  négatifs , 
& à pouvoir  affigner  exaftement  les  va- 
leurs de  ces  puiffances.  Nous  mettrons  fous 
les  yeux  ce  que  nous  avons  trouvé , de  la 
façon  qui  fuit:  d’abord 

eft  autant  que  i j eniuite 


1 

â 5 


a" 


~ ou  4 J 


a a 
I 

Tî  ; 


a 


.4  > 


& ainli  de'fuite.  ■ 

178. 

II  eft- clair  aufli  par  ce  qui  a précédé 
comment  on  doit  trouver  les  puiffances 
d’un  produit  a b.  Elles  feront  évidemment 
ah  ou  a' b'  , , ù}  b'^  b\  &lc. 

Et  on  trouvera  de  même  les  puiffances  des 
fraéHons  ; par  exemple  , celles  de  f l'ont 

g*  CL^  a}  a*'  a*  a* 

» ^3  » ^4  > ^7"^  &C4 

Tomç.  /,  - J 


Digitized  by  Google 


J30 


E L É M E N s 


«79- 

Enfin  nous  avons  à conficlérer  aufTi  les 
piiiflances  des  nombres  négatifs.  Or  fup- 
pofons  donné  le  nombre  — a;  fes  puiflan- 
ces  fe  fuivront  dans  l’ordre  que  voici: 

— a,  — a’  , -J-û'* , - — a' , -j-a*  &C. 

On  voit  donc  qu’il  n’y  a que  les  puif- 
fances  dont  les  expofans  font  des  nombres 
impairs,  qui  deviennent  négatives,  & qu’au 
coiir.ràire  toutes  les  puifTances  .qui  ont  un 
nombre  pair  pour  cxpofant  , font  pofiti- 
ves.  En  effet,  les  puiffances  trcifeme,  cin- 
quième , fepticme  , neuvième  , &c.  ont 
toutes  le  ligne  — ; 6c  -les  puiffances  fé- 
condé , quaîri^e , fixieme , huitième , &c. 
font  affeél:ées  diH^^e  “f"»  . ; . 
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.'CHAPITRE  XVII. 

Du  calcul  des  PuiJJances,  , ' 

180. 

]N[ous  n’avons  rien  à obferver  de  par- 
ticulier par  rapport  à l’addition  & à la  fouf- 
Iraftion  des  puiflances  j car  on  ne  fiiit 
qu’indiquer  ces  opérations  moyennant  les 
lignes  , quand  les  puilTances  font 

différentes  entr’elles.  Par  exemple,  a’  -\-a^ 
eft  la  fomme  de  la  fécondé  & de  la  troi- 
fieme  puiffance  de  a ,*  & a'  — a“  eil  ce  qui 
relie  en  foullrayant  la  quatrième  puiffance 
de  a de  la  cinquième  ; & l’on  ne  peut  indi- 
quer plus  brièvement  ni  l’un  ni  l’autre  ré- 
fultat.  Que  s’il  s’agit  de  puiffances  de  la 
même  efpece  ou  du  même  degré  , il  eff 
clair  qu’il  n’eft  pas  néceffaire  de  les  lier  par 
des  lignes  : -\~d^  fait  xa^ , 
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181. 

Mais  la  multiplication  des  puiffances  ^ 
exige  qu’on  falTe  attention  à dillérentes  ' 
cliofes. 

D’abord  quand  il  s’agit  de  multiplier 
par  a une  puifTance  quelconque  de  a , on 
obtient  la  puiffance  fuivante  , c’eft-à-dire, 
celle  dont  l’expofant  eft  d’une  unité  plus 
grand.  Ainli  a* , multiplié  par  a , fait  } 

Ck  multiplié  par  a , fait  a* . Et  de  même, 
quand  il  s’agit  de  multiplier  par  a les  puif- 
fances  de  ce  nombre  qui  ont  des  expofans 
négatifs , on  ne  fait  qu’ajouter  i à l’expo- 
fant.  Ainfi  a- ''multiplié  par  a produit  a°  ou 
1 ; ce  qui  eft  d’autant  plus  évident  , que 
efl:  égal  à j,  & que  le  produit  de  a 
par  *-  étant  ^ , il  eft  par  conféquent  égal  à i . 

Par  des  raifons  femblables  a— ^ , multiplié 
par  a , fait  û— ‘ ou  j-  ; & <3— , multiplié 
par  a , donne  a—^ , & ainli  de  fuite. 
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182. 

Enfuite , s’il  efl  queilion  de  multiplier 
une  puiffance  de  a par  aa  ou  par  la  deu- 
xieme puiiTance , je  dis  que  Texpofant  de- 
vient plus  grand  de  2.  Ainli  le  produit  de 
û*  par  eft  a*  ; celui  de  u*  par  a’  eft  a'  j 
celui  de  a*  par  a*  eft  ; & plus  généra- 
lement encore  , a"  multiplié  par  a"-  fait 
" + Pour  ce  qui  eft  des  expofans  néga- 
tifs, on  aura  a'  ou  cr  pour  le  produit  de  c— * 
par  û’  ; car  a—*  étant  égal  à j,  c’eft  com- 
me fi  l’on  avoit  à divifer  a a par  a ; par 
conféquent  le  produit  cherché  eft  ~ ou  a. 
De  même  a—* , multiplié  par  a* , fait  a°  ou 
I j & a— 3 , multiplié  par  a* , fait  a—' , 

I 83, 

Il  n’eft  pas  moins  évident  que , pour 
multiplier  une  puiflance  quelconque  de  a 
par  , il  faut  en  augmenter  l’expofant  de 
trois  unités  ; & que  par  conféquent  le  pro- 
duit de  a"  par  a’  efta'*‘^3.  Et  toutes  les  fois 

I iij 
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donc  qu’il  s’agit  de  multiplier  enfembîe 
deux  puilTanccs  de  a , on  voit  que  le  pro- 
duit fera  de  meme  une  puilTance  de  a , & 
tel  que  Ton  expofant  fera  la  fomme  de  ceux 
des  deux  puiffances  données.  Par  exemple, 
a*  multiplié  par  fera  a’ , a"  multiplié 
par  a’  fera  a'%  &c. 

I 84.  ‘ 

En  partant  de -là  on  peut  déterminer 
afTcz  facilement  des  puifiances  très-élevées. 
Pour  trouver  , par  exemple  , la  vingt-qua- 
trieme  puifTance  de  2 , je  multiplie  la  dou- 
zième puifTance  par  la  douzième  puifTance , 
parce  que  2**  ell  autant  que  2”  multiplié 
par  2'*.  Or  nous  avons  vu  plus  haut  que 
2'*  fait  4096  ; je  dis  donc  que  c’eft  le 
nombre  1 6777  216,  ou  le  produit  de  4096 
par  4096  J qui  exprime  la  puifTance  cher- 
chée i'\ 

185. 

PafTons  à la  divifion.  Nous  remarque- 
rons en  premier  lieu , que  pour  divxier  une 
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puiflance  de  a par  a , il  faut  foullraire  i 
de  l’expolant  , ou  ic  diminuer  de  l’unité. 
Ainfi  cz’ , divifé  par  a , liût  j a’’  ou  'i  > 
divifé  par  a , e:l  autant  que  a~‘  ou  ^ i c-î  , 
divifé  par  a , -fait  a—* 


186. 


Si  c’efl:  par  a - qu’il  faut  divifer  une  puif- 
fance  donnée  de  zz  , il  tauclra  diminuer  ' 
l’expofant  de  2 ; & fi  c’ell  par  a 5 , il  faut 
fouflraire  trois  unités  de  l’expofint  de  la 
puiffance  propofée.  Ainlx  en  général , quel- 
que puilTance  de  a que  ce  foit  qu’il  s’agiffe 
de  divifer  par  une  autre  puilîiince  quel- 
conque de  a J la  réglé  di  toujours  de  fouf- 
traire  l’expofant  de  la  fécondé  de  l’expo- 
fant  de  la  première  de  ces  puiflances.  C’clc 
ainii  que  divifé  par  a'’  , donnera  ; 
quo  , divifé  par  a^  , donnera  a— ‘ ; & 
que  fl—»  , divifé  par  , donnera 

I 87. 

Par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut, 
il  eil  facile  de  comprendre  comment  o;î  ’ 

I iv 
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doit  trouver  les  puilTances  des  puifTances,’ 
& que  cela  fe  fait  par  la  multiplication. 
Quand  on  cherche,  par  exemple , le  quarré 
ou  la  fécondé  puiflance  de  , on  trouve 
-,  & de  la  même  maniéré  on  trouve  a** 
pour  la  troiheme  puilTance , ou  le  cube  de 
-,  on  voit  que  pour  prendre  le  quarré 
d’une  puilTance , il  n’y  a qu’à  doubler  fon 
expofant  ; que  pour  en  prendre  le  cube , 
il  faut  tripler  cet  expofant , & ainfi  de  fuite. 
Le  quarré  de  a"  eft  le  cube  de  a"  eft 
,•  la  feptieme  puilTance  de  a"  eft  a’^" , &c. 

i88. 

Le  quarré  de  a*  , ou  le  quarré  du  quarré 
de  a étant  a‘^  , on  voit  pourquoi  on  nomme 
la  quatrième  puiffance , le  bi-quané  ou  le 
quarré-quarré. 

Le  quarré  de  eft  , c’eft  ce  qui  a 
fait  donner  à la  ftxieme  puifîance  le  nom 

de  quxrré-cuhe. 

Enfin  le  cube  de  a 5 étant  a9  , on  appelle 
les  neuvièmes  puiffances  cubes-cubcs.  On 
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n’a  pas  introduit  d’autres  dénominations  de 
cette  efpece  pour  les  puiiTances  , &:  même 
les  deux  dernieres  ne  font  pas  fort  en  ufage. 


CHAPITRE  XVIII. 


Des  Racines  relativement  à toutes  les 
Puijfances  en  généraL 


189. 

uiSQUE  la  racine  quarrée  d’un  nombre  , 
donné  dl  un  nombre  tel  que  fon  quarré 
efl  égal  à ce  nombre  donné  , que  la 
racine  cubique  d’un  nombre  donné  dl  un 
nombre  tel  que  fon  cube  eft  égal  à ce  nom- 
bre donné  ; il  s’enfuit  qu’étant  donné  un 
nqmbre  quelconque , on  peut  toujours  en 
indiquer  des  , racines  telles  que  leur  qua- 
trième ou  leur  cinquième  puilTance , ou 
quelque  autre  à volonté  , foit  égale  au 
•nombre  donné.  Afin  de  dillinguer  mieux 
ces  différentes  efpeCes  de  racines,  nous 
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nommerons  la  racine  quarrée,  racine  deii^ 
xieme  ; la  racine  cubique  , racine  troijieme  ; 
parce  que  d’après  cette  dénomination  on 
peut  nommer  racine  quatrième , celle  dont 
le  quarré  - quatre  eft  égal  à un  nombre 
donné  & racine  cinquième  , celle  dont  la 
cinquième  puifTance  eft  égale  à un  nombre 
donné , &c. 

190. 


De  même  que  la  racine  quarrée  ou  deu- 
xieme s’indique  par  le  ligne  yj y & la  racine 

cubique  ou  troifieme , par  le  ligne  on 
repréfente  la  racine  quatrième  par  le  ligne 


\/ ; la  racine  cinquième  par  le  ligne  \/ 
& ainli  de  fuite.  Il  eft  clair  que  fuivant  cette 
façon  de  s’exprimer  , le  ligne  de  là  racine 


quarrée  devroit  être  y.  Mais  comme  de 
toutes  les  racines  c’ell  celle-ci  qui  fe  pré- 
fente le  plus  fouvent , on  cû  convenu , pour  ^ 
abréger , d’omettre  le  nombre  2 du  ligne 
de  cette  racine.  Ainli  j quand  dans  un  ligne 
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radical  il  ne  fc  trouve  pas  de  nombre,  cela 
fiippofe  toujours  que  c’elb  la  racine  quarrée 
qu’on  a voulu  indiquer. 

191. 

Nous  allons , pour  nous  expliquer  encore 
mieux,  mettre  fous  les  yeux  les  difTcrentes 
racines  du  nombre  a , avec  leurs  lignifi- 
cations. 

y/ a eft  la  1 1.^  racin^  de  a , 

y/ a III. 

^/a  — I-V." a, 

y/  a V.*^ <1 , 

V a V I."  — ^ a , 

Si  ainli  de  luite. 

De  forte  que  réciproquement: 
la  II.®  puifTance  dc-y^rzell  égale  à 42, 

^ la  III.®  — y/ a a, 

la  IV.® -a, 

la  \ .® y/ a — a, 

1»  VI.®  —, — y/ a a, 

Si.  ainfi  de  fuite. 


Digilized  by  Google 


140  £ L É M E N s 

192.  • ' * 

Que  le  nombre  a foit  donc  grand  ou 
petit  , on  comprend  quel  fens  on  doit 
attacher  à toutes  ces  racines  de  diffcrens 
degrés. 

Il  faut  remarquer  aufll , que  fi  l’on  prend  î 
pour  a l’unité  , toutes  ces  racines  relient  j 

conllamment  i j^parce  que  toutes  les  puif-  * 

fances  de  i ont  pour  valeur  l’unité.  Que 
fi  le  nombre  a ell  plus  grand  que  i , toutes  . 

fes  racines  auffi  furpalTeront  l’unité.  Enfin , 
que  fi  ce  nombre  ell  plus  petit  que  i , | 

toutes  fes  racines  aulTi  feront  moindres  que  ‘ 
l’unité.  j 


193. 

h 

Quand  le  nombre  a ell  pofitif , on  com- 
prend , par  ce  qui  a été  dit  plus  haut  des  ^ 
^ racines  quarrées  & cubiques , que  toutes 
les  autres  racines  auffi  pourront  être  indi- 
quées réellement,  & feront  des  nombres 
réels  & poffibles.  • 


\ 
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Mais  fi  le  nombre  a efl:  négatif,  il  faut 
que  fes  racines  , deuxieme  , quatrième , 
fixieme , & en  général  toutes  celles  d’un 
degré  pair  , deviennent  des  nombres  im- 
poflibles  ou  imaginaires  \ parce  que  toutes 
les  puiflances  d’un  degré  pair  , tant  des 
nombres  pofitifs  que  des  nombres  négatifs, 
font  toujours  affeélées  du  figne  plus.  Au 
lieu  que  les  racines  troifieme , cinquième  , 
feptieme , & en  général  toutes  les  racines 
impaires , deviennent  négatives , mais  ra- 
tionnelles ; parce  que  les  puiflances  im- 
paires de  nombres  négatifs , font  négatives 
de  même. 


194. 

Enfin  nous  avons  là  aufli  une  fource  iné- 
puifable  de  nouvelles  efj^eces  de- quantités 
fourdes  ou  irrationnelles  ; car  foutes  les  fois 
que  le  nombre  a n’efl;  pas  réellement  une 
puiflance  telle  que  le  figne  radical  en  in- 
dique une , ou  femble  en  requérir  une , il 
efl  impofîible  aufli  d’exprimer  cette  racine , 
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(bit  en  nombres  entiers , foit  par  des  frac- 
tions , par  conféqucnt  cette  racine  doit 
alors  être  rangée  dans  la  claffé  des  nom- 
très  qu’on  nomme  irrationnels. 


CHAPITRE  XIX. 

De  la  maniéré  d’indiquer  les  Nombres  irra*  I 

lionnels  par  des  expofans  fraclionnaires» 

195-  i 

venons  de  faire  voir  dans  le  cha- 
pitre précédent , que  le  quarré  d’une  piiif- 
fance  quelconque  fe  trouve  en  doublant 
l’expofant  de  cette  puilTance , & qu’en  gé- 
néral le  quarré  ou  la  fécondé  puiflance  de  , 

fl"  eft  fl^" . Il  s’enfuit  de-là  l’inverfe  , favoir,  i 
que  la  racine  quarrée  de  la  puilTance  eft 
fl"  , & qu’on  la  trouve  en  prenant  la  moi- 
tié de  Texpofant  de  cette  puiffance , ou  en 
divifant  cet  expofant  par  2. 
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I 96. 

Ainfi  la  racine  quarrée  de  a*  eft  a*  ; 
celle  de  ell  ; celle  de  eft  a?  ; & 
ainfi  de  fuite.  Et  comme  c’eft-là  une  vérité 
générale  , on  voit  que  la  racine  quarrée 
de  a 3 doit  néceffairement  être  a'^ , & que 
celle  de  flî  eft  a Par  conféquent  on  aura 
de  même  a pour  la  racine  quarrée  de  a'  ; 
d’où  l’on  voit  que  a^.eft  autant  que 
& cette  nouvelle  maniéré  d’indiquer  la 
racine  quarrée  , demande  qu’on  y faffe 
attention. 

197- 

Nous  avons  montré  aulîi  que  pour  trou- 
ver le  cube  d’une  puiflance  comme  a"  , 
il  falloit  multiplier  fon  expofant  par  3 , & 
que  par  conféquent  ce  cube  étoit  a 3". 

Ainfi , quand  il  s’agit  de  trouver  en  ré- 
trogradant la  racine  troifieme  , ou  cubi- 
que , de  la  puiflance  a 3"  , on  ne  fait  que 
divifer  cet  expofant  par  3 , on  conclut 
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que  la  racine  cherchée  eft  a".  Par  confé- 
quent  a*  , ou  a,  eft  la  racine  cubique  de 
flî  J a"*-  eft  celle  de  j a?  elt  celle  de  a?, 
& ainh  de  fuite. 

198. 

Rien  n’empêche  d’appliquer  ces  princi- 
pes aux  cas  où  l’expofant  ne  feroit  pas  di- 
vifible  par  3 , de  conclure  que  la  racine 
cubique  de  eft  aT , & que  celle  de  a'» 
eft  aï  ou  a*  T.  Par  conféquent  auffi  la  ra- 
cine troilieme  , ou  cubique  , de  a même , 
ou  bien  de  a ‘ , doit  être  aï . D’où  l’on  voit 

que  aï  eft  la  même  chofe  que  \/a. 


Il  en  ell  de  même  des  racines  d’un  degré 
plus  élevé.  La  racine  quatrième  de  a fera 
a ï , laquelle  expreffion  fignifie  donc  au- 
tant que  y/ a.  La  racine  cinquième  de  a 
fera  aï  , ce  qui  eft  par  conféquent  l’équi- 


valent de  y/a  ; & ces  vérités  s’étendent- 
fans  difficulté  à toutes  les  racines  d’un  degré 
plus  élevé.  xoQ, 


ys 
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200. 

On  pourroit  donc  fe  paffer  entièrement 
des  fîgnes  radicaux  ufités  , & employer  à 
leur  place  les  expofans  fraftionnaires  que 
nous  venons  d’expliquer  j cependant  com- 
me on  ell  accoutumé  à ces  lignes  depuis 
long- temps  , & qu’on  les  rencontre  dans 
tous  les  écrits  analytiques , on  auroit  tort 
de  vouloir  les  bannir  tout-à-fait  du  calcul. 
Mais  on  a raifon  aulîi  de  fe  fervir  beaucoup, 
comme  l’on  fait  aujourd’hui , de  l’autre 
maniéré , parce  qu’elle  répond  avec  évi- 
dence à la  nature  de  la  chofe.  En  effet, 
on  voit  fur  le  champ  que  a ^ eft  la  racine 
quarrée  de  a , parce  qu’on  fait  que  le  quarré 
de  tz»,  c’eft- à-dire , a»  multiplié  par  a^, 
eft  égal  à a*  ou  a. 

201. 

On  voit  par  ce  qui  a précédé , comment 
on  doit  interpréter  tous  les  autres  expofans 
rompus  qui  peuvent  fe  préfenter.  Que  ü 
Tome  /.  K 
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l’on  a , 'par  exemple , ai , cela  lignifie  qu’il 
faut  prendre  d’abord  la  quatrième  puiffance 
de  a , & en  extraire  enfuite  la  racine  cu- 
bique ou  troifieme  j de  forte  que  aï  eft 
autant  que  , fuivant  la  façon  ordinaire , 

Que  pour  trouver  la  valeur  de 
il  faut  prendre  d’abord  le  cube  ou  la  troi- 
fieme puiffance  de  a,  qui  eft  a’,  & en 
extraire  après  cela  la  racine  quatrième } 
de  façon  que  eft  la  même  chofe  que 

. De  même  eft  autant  que  \/ a^&c, 

202. 

^Quand  la  fraêlion  qui  repréfente  l’es- 
pofant  furpaffe  l’unité  , on  peut  indiquer 
encore  d’une  autre  maniéré  la  valeur  de 
la  quantité  propofée.  Suppofez  que  ce  foit 
a?  J cette  quantité  équivaut  à qui  eft 
le  produit  de  a*  par  Or  a»  étant  égal 
à \/a , on  voit  que  a*  eft  autant  que  a*  y a. 
De  même  a'r  ou  eft  autant  que  a* 

^ai  & , c’eft-à-dire  , fignifie 


y* 
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à*  ^ » Ces  exemples  fuffifent  pour  faire 
concevoir  la  grande  utilité  des  expofans 
fraftionn  aires. 


203. 

, Leur  ufage  s’étend  auffi  aux  nombres 

rompus:  Qu’on  ait  on  fait  que  cette 

1 

quantité  eft  égale  à ^ î or  nous  avons  vu 
plus  haut  qu’une  fraéfion  de  la  forme  ~T 

CL 

peut  s’exprimer  par  et—»  j ainfi  pour 
on  peut  fe  fervir  de  l’expreffion  a — f . De 
même  ^ eft  autant  que  a—^.  Soit  pro- 
pofée  encore  la  quantité  — ; qu’on  la  tranf- 

yCL 

forme  en  celle-ci  : ^ , qui  eft  le  produit 


de  a?-  par  a— ♦}  or  ce  produit  équivaut 

1 1 ' V 

à ou  à a ^ , GU  enfin  à a\/a,  L’ufage 

rendra  faciles  de  femblablês  réduéfions. . 

Kij 
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204. 


Enfin  nous  obferverons  que  chaque  ra- 
cine peut  fe  repréfenter  d’un  grand  nombre 
de  maniérés.  Car  \/ a étant  la  même  chofe 
que  , & J pouvant  être  transformé  eif 
toutes  ces  fraétions,  | ^ &c. 


il  eft  clair  que  \/a  eft  autant  que  \/a* , & 

que  , & que  & ainfi  de  fuite. 

Pareillement , \/fl  qui  fignifie  , fera 

égale  à \/a*  & à \/a* , & à Et  Ton 

voit  de  même  que  le  nombre  a , ou  a* , 
pourroit  s’indiquer  par  les  exprefiions  ra- 
dicales qui  fuivent  : 

y^a*  , \/a* , > &C. 


205. 

Cette  propriété  eft  d’un  bon  ufage  dans 
la  multiplication  & dans  la  divifion.  Car 

fi  l’on  a , par  exemple  , à multiplier  \/ a 

par.y^a,  on  écrit  \/ pour  \/a, 
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au  lieu  de  y/a  ,*  de  cette  façon  on  obtient 
de  part  & d’autre  le  même  ligne  radical , 
& la  multiplication  fe  faifant  maintenant , 

donne  le  produit  \/a^ . Le  même  réfulrat 
fe  déduit  de  ce  que  a»  multiplié  par  aT  fait 
æï+7  j car  ^“1“  J eft  & par  conféquent 
le  produit  en  queftion  eft  en  effet  ou 


S’il  s’agiffoit  de  divifer  \/a  ou 


ou  î , on  auroit  pour  quotient  a * 

2 i . ± 

ou  6,  c’eft-à-dire  ou  y a. 


CHAPITRE  XX. 

Qui  traite  en  général  des  différentes  maniérés 
de  calculer  & de  leur  liaifon, 

206. 

l^Jous  avons  expofé  Jufqu’ici  différentes 
opérations  de  calcul  : l’Addition , la  Soiif* 
traêlion , la  Multiplication  & la  Divilion  } 

K ü) 
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rélcvatîon  des  Puiffances  , & enfin  l’ex- 
tra6Hon  des  Racines.  Il  ne  fera  donc  pas 
hors  de  propos  de  remonter  à l’origine  de 
çfis  différentes  maniérés  de  calculer  & 
d’expliquer  la  liaifon  qui  eff  entr’elles,  afin 
. qu’on  puiffe  s’affurer  s’il  eff  poffible  ou  non 
qu’il  exiffe  encore  d’autres  opérations  de 
cette  efpece.  Cette  recherche  ne  pourra 
que  répandre  plus  de  jour  fur  les  matières 
que  nous  avons  traitées. 

Nous  nous  fervirons  dans  ce  deffeind’un 
nouveau  figne  qu’on  peut  employer  à la 
place  de  l’exprefiion  fi  fouvent  répétée , 
eji  autant  que  ; ce  figne  eff  celui  - ci  = , 
& fe  prononce  ejl  égal.  Ainfi  quand  j'écris 
a = b , cela  fignifie  que  a eff  autant  que  b , 
ou  que  a eff  égal  à ^ : de  même , par  exem- 
pie,  3.5  = 15. 

Là  première  façon  de  calculer  qui  fe 
préfente  à notre  efprit , eff  fans  contredit 
' l’addition , par  laquelle  on  ajoute  deux 
nombres  enfemble  & qu’on  trouve  leur 
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fomme.  Soient  donc  a & ^ ces  deux  nom- 
bres propofés,  & qu’on  indique  leur  fomme 
par  la  lettre  c,  on  aura  a-]-b  — c,  Ainlî 
quand  on  connoît'les  deux  nombres  a & 
l’addition  enfeigne  à trouver  moyennant 
cela  le  nombre  c. 

ao8. 

Confervbns  cette  comparaifon  a-^b=c'^ 
mais  renvérfons  la  queftion  en  demandant  >' 
comment , les  nombres  a & c étant  connus 
on  doit  trouver  le  nombre  b,  • ' 

Il  s’agit  donc  de  favoir  quel  nombre  il 
faut  ajouter  au  nombre  a , pour  qu’il  en 
réfulte  ce  nombre  c.  Soit,  par  exemple, 
az=3  & de  forte  qu’il  faudroit  quo 

l’on  eût  '3  J il  eft  clair  qu’on  trou- 

vera ^‘en  fouftrayant  3 de  8.  Ainli  en  gé- 
néral , pour  trouver  b ; il  faudra  fouftraire 
a de  ' c , d’où  provient  ^b=ic—ài  car  en: 
ajoutant  de  nouveau  a de  part  & d’autre,* 
on  a i-|-a==c-=-a-|-a , c’ell-à-dire 
comme  on  l’avoit  fuppofé. 

. . Et  voilà  donc  l’origine  de  1 a fouftr aélion; 

K iv 
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209. 

Ainfi  la  fouftraftion  a lieu , quand  on 
renverfe  la  queftion  qui  donne  lieu  à l’ad- 
dition.  Or  il  peut  arriver  que  le  nombre 
qu’il  s’agit  de  fouftraire  foit  plus  grand  que 
celui  duquel  il  faut  le  fouftraire  ; comme, 
par  exemple , s’il  s’agiflbit  de  fouftraire  9 
de  5 j ce  cas  eft  donc  propre  à nous  fournir 
l’idée  d’une  nouvelle  elpece  de  nombres, 
qu’on  nomme  nombres  négatifs , parce  que 
5— 9 = -’4. 

i-IO. 

Quand  plufieurs  nombres  qvi  doivent 
^tre  ajoutés  enfemble  font  égaux  entr’eux , 
leur  fomme  fe  trouve,  par  la  multiplication , 
& fe  nomme  un  produit.  Ainfi  a b fignifie 
le  produit  qui  provient  de  la  multiplication 
de  CL  par  b , ou  bien  de  ce  qu’on  a.  ajouté 
çnfemble  un  nombre  a de  nombres  b.  Si 
nous  indiquons  à préfent  ce  produit  par  la 
lettre  c,  nous  aurons  ab=:c ; & la  mul- 
tiplication nous  apprend  comment^  les 
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nombres  a & ^ étant  connus , l’on  doit  dé- 
terminer par-là  le  nombre  c. 

21  I. 

Propofons-nous  maintenant  la  queftion 
fuivante  : Les  nombres'  a & c étant  connus, 
trouver  le  nombre  b.  Soit , par  exemple , 
«=—3.  & c=  I ç , de  façon  que  3^=  1 5 » 
& qu’on  demande  par  quel  nombre  il  faut 
multiplier  3 , pour  qu’il  nous  vienne  155 
c’eft  à quoi  revient  la  queftion  propofée. 
Or  c’eft  ici  le  cas  de  la  divifion  : le  nom- 
bre qu’on  demande  fe  trouve  en  divifant 
1 5 par  3 , & en  général  le  nombre  b fe 
trouve  donc  en  divifant  c par  a ; d’où  il 
réfulte  par  conféquent  l’équation  b=^‘-, 

212! 

Or,  comme  il  arrive  fouvent  que  le 
nombre  c ne  peut  être  divifé  réellement 
par  le  nombre  a,  & que  cependant  la 
lettre  b doit  avoir  une  valeur  déterminée , 
il  fe  préfente  encore  une  nouvelle  efpece 
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de  nombres  j ce  font  les  frayions.  Par 
exemple,  en  fuppofant  a=4,  c=3  , de 
façon  que  4^  = 3 , on  voit  bien  que  b ne 
fauroit  être  un  nombre  entier  , mais  que 
ce  fera  une  fraftion , & qu’on  aura  b=}- . 

213.' 

Nous  avons  vu  que  la  multiplication 
provient  de  l’addition',  c’eft-à-dire , de  cé 
qu’on  ajoute  enfemble  plufieurs  quantités 
égales.  Si  nous  allons  à préfent  plus  loin  • 
nous  voyions  que  c’eft  à la  multiplication 
de  plufieurs  quantités  égales  entr’elles  que 
les  puiffances  doivent  leur  origine.  Ce^ 
piiilTances  fe  reprélèntent  d’une  maniéré  gé^ 
nérale  par  la  formule  îr* , par  laquelle  ort 
entend  que  le  nombre  a doit  être  multiplié 
autant  de  fois  par’ lui-même  que  le  nom« 
bre  ^ l’indique.  Et  l’on  fait,  par  ce  qui 
a précédé-,  qu’ici  a eft  ce  qu’on  nomme 
la  racine , b l’expofant , & aMa  puiffance.  . 


\ 
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214. 

Si  nous  indiquons  maintenant  cette  puif- 
fance  même  par  la  lettre  c , nous  avons 
a*  une  équation  par  conféquent  dans 
laquelle  fe  préfentent  trois  lettres  a,  h ^ c. 
Or  on  montre  dans  la  théorie  des  puifl'an- 
ces , 'comment  une  racine  a avec  l’expo- 
fant  b étant  donnés , on  doit  trouver  la  puif- 
fance  elle-même  , c’eft-à-dire  , la  lettre  c. 
Soit,  par  exemple  , , & b=^  , en 

forte  que  c = 5 J : on  voit  qu’il  faut  pren* 
dre  la  troilieme  puiffance  de  5 , qui  eft 
1 2 5 , & qu’ainli  c=  125. 

215. 

On  a vu  comment , par  le  moyen  de 
la  racine  a & de  l’expofant  b , on  doit  dé- 
terminer la  puiffance  c ; mais  fi  l’on  veut 
à préfent  changer  ou  renverfer  la  queff  ion , 
comme  on  a déjà  fait , on  verra  que  cela 
peut  fe  faire  de  deux  maniérés , & qu’on 
a deux  cas  différens  à confidérer.  En  effet 
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fî , deux  de  ces  trois  nombres  a,  b,  c étant 
donnés,  il  s’agit  de  trouver  le  troifieme, 
on  voit  auflî-tôt  que  cette  queftion  admet 
trois  fuppofîtions  difierentes  , & par  con- 
féquent  trois  folutions.  Nous  venons  de 
confidérer  le  cas  où  a & ^ étoient  les  don- 
nées , nous  pouvons  donc  fuppofer  encore 
que  c & a , ou  bien  que  c & ^ foient  con- 
nus & qu’il  faille  déterminer  la  troifieme 
lettre.  Remarquons  donc  , avant  que  d’al- 
ler plus  loin , une  différence  affez  effentielle 
entre  l’élévation  des  puiffances  & les  deux 
opérations  qui  conduifent  à celle-là,  Lorf- 
que  dans  l’addition  nous  avons  renverfé  la 
queftion , nous  n’avons  pu  le  faire  que  d’une 
feule  maniéré } il  étoit  indifférent  de  prendre 
c & a. ou  c & ^ pour  données , parce  qu’il 
eft  indifierent  d’écrire  a-\-b  ou  d’écrire 
b-\-a.  Il  en  étoit  de  même  de  la  multipli- 
cation j on  pouvoit  pareillement  prendre 
les  lettres  a & ^ l’une  pour  l’autre , l’équa- 
tion ab=,c  étant  exaélement  la  même  que 
ba=^c. 
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Dans  le  calcul  des  puiffances , au  con- 
traire la  même  chofe  n’a  pas  lieu , & on 
ne  peut  point  du  tout  écrire  au  lieu  de 
a* , Un  feul  exemple  fuffit  pour  s’en  con- 
vaincre : Soit  a=5  , & ^ = 3 J on  a 

= jî  = 125.  Mais^‘'  = 3i^  =^43  : deux 
réfultats  très-différens. 

216. 

Il  eft  donc  clair  qu’on  peut  réellement 
fe  propofer  encore  deux  queftions  : l’une , 
de  trouver  la  racine  a par  le  moyen  de 
la  puiflànce  donnée  c,  & de  l’expofant  b» 
L’autre , de  trouver  l’expofant  b , en  fup- 
pofant  connues  la  puiffance  c & la  racine  a. 

217.  . . ' 

On  peut  dire  que  la  première  de  ces 
queftions  a été  réfolue  dans  le  chapitre  de 
l’extraétion  des  racines.  Car , par  exemple , 
fi  ^=2  & que  a*=c,  nous  favons  que 
cela  fignifie  que  a eft  un  nombre  tel  que 
fon  quarré  Toit  égal  à c , & par  confequent 


I 
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que  a— y/ c.  De  même  , fi  & a^=:c^ 
on  fait  qu’il  faut  que  le  cube  de  a foit  égal 
au  nombre  donné  c , & conféquemment 

que  a=  y/r.  Il  eft  donc  aifé  de  conclure 
généralement  de-là  comment  on  doit  dé- 
terminer la  lettre  a par  le  moyen  des  lettres 

c & ^ ; il  faut  néceffairement  que  a— y c, 

218. 

Nous  avons  auffi  déjà  fait  remarquer  la 
conféquence  qui  s’enfuit  du  cas  très-fréquent 
oîi  le  nombre  donné  c n’eft  pas  réellement 
une  puinance  j favoir  qu’alors  la  racine 
cherchée  a ne  peut  s’exprimer  ni  par  des 
nombres  entiers , ni  par  des  fraétions.  Et 
comme  cette  racine  doit  avoir  cependant 
néceffairement  une  valeur  déterminée , la 
même  remarque  nous  a conduits  à une 
nouvelle  efpecede  nombres  que  nous  avons 
dit  qu’on  nommoit  nombres  fourds  ou  zVm- 
tionnds , & que  nous  avons  vus  fe  divifer 
en  une  infinité  d’efpeces  à caufe  de  la 

» 

\ 
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grande  diverfité  des  racines.  Enfin  la  même 
confidération  nous  a appris  à connoître  l’ef- 
pece  particulière  de  nombres  , qu’on  a 
nommée  nombres  imaginaires, 

219. 

Il  nous  refte  à confidérer  la  fécondé 
queftion,  qui  étoit  de  déterminer  l’expofant 
par  le  moyen  de  la  puiffance  c & de  la 
racine  a , toutes  deux  connues.  Cette  quef- 
tion,  qui  ne  s’étoit  pas  encore  préfentée, 
nous  conduira  à l’importante  théorie  des 
Logarithmes , dont  l’ufage  eft  fi  étendu  dans 
toutes  les  Mathématiques , qu’il  y a peu  de 
long  calcul  dont  on  puifTe  venir  à bout  fans 
fon  fecours.  On  verra  dans  le  chapitre 
fuivant , pour  lequel  nous  réfervons  cette 
théorie,  quelle  nous  fait  parvenir  à une 
efpece  de  nombres  encore  tout-à  fait  nou- 
velle , & qu’on  ne  peut  pas  même  compter 
parmi  les  nombres  irrationnels  dont  nous 
avons  parlé. 
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CHAPITRE  XXL 

Des  Logarithmes  en  général. 

220. 

En  reprenant  l’équation  a^z=zc  , nous 
commencerons  par  remarquer  que  dans  la 
doftrine  des  logarithmes  on  adopte  pour 
, la  racine  a un  certain  nombre  pris  à vo- 
lonté , & qu’on  fuppofe  que  cette  racine 
çonferve  invariablement  la  valeur  adoptée. 
Cela  pofé , on  prend  l’expofant  h tel , que 
la  puilTance  a*  devienne  égale  à un  nom-» 
bre  donné  c , & c’eft  alors  cet  expofant  h 
qu’on  dit  être  le  logarithme  du  nombre  c. 
Nous  nous  fervirons , pour  exprimer  cette 
lignification , de  la  lettre  L.  ou  des  lettres 
initiales  'log.  Ainfi  en  écrivant  ^ = L.c, 
ou  bz=zlog.c,  on  indique  que  b eft  égale 
au  logarithme  du  nombre  c , ou  bien  que 
le  logarithme  de  c eft  b, 

221. 
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221. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  la  ra- 
cine a une  fois  établie  , le  logarithme  d’un 
nombre  quelconque  c n’eft  autre  chofe  que 
l’expofant  de  la  puiflance  de  a , qui  eft 
égale  à c.  Ceft  ainfî  que  c étant  ■==La^  , b 
«ft  le  logarithme  de  la  puiflance  a* . Si  l’on 
fuppofé  à préfent  que  , on  a i pour 
le  logarithme  de  a}  ',  & par  conféquent 
L.;a=i.  Si  l’on  fuppbfe  b=.%  ^ on  "a  2 pour 
le  logarithme  de  a*i  c’eft- à-dire,  L.a*=2. 
On  peut  obtenir  de  la  même  maniéré  , 
L.a’  = 3 ; L.a*=4j  L.a’  = 5 , & ainfl 
de  fuite. 

■ ' 222. 

Si  l’on  fait  b=.o,  on  voit  que  o fera  le 
logarithme  de  a®  : or  j par  confé- 

quent L. I =0,  quelque  valeur  qu’on  donne 
à la  racine  a. 

Que  fl  l’on  fuppofe  b= — i , ce  fera 
. — I qui  fera  le  logarithme  de  a-*.  Or 
Tome  /.  L 
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û-*=jî  on  a donc  L.^z= — i,  Ort  aura 

pareillement  L.^= — zj  L.~j  = — 3j 

L.  ^4— • 4f 

223. 

Il  èft  donc  évident  comment  on  peut 
indiquer  les  logarithmes  de  toutes  les  puif- 
fances  de  la  racine  a , & même  ceux  de 
fraélions  qui  ont  pour  numérateur  l’unité , 
& pour  dénominateur  une  puiffance  de  a. 
On  voit  auffi  que  dans  tous  ces  cas  les  lo- 
garithmes font  des  nombres  entiers } mais 
il  faut  obferver  que  fi  ^ étoit  une  fraélion  , 
elle  feroit  le  logarithme  d’un  nombre  ir- 
rationnel. Car  fi  l’on  fuppofe , par  exem- 
. pie , il  fuit  que  \ efi:  le  logarithme 

de  a “ ou  de  \/a;  par  conféquent  on  a 

L.\/ On  trouvera  de  même  L.\/a=j-. 
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224. 

Mais  s’il  s’agit  de  trouver  le  logarithme 
d’un  autre  nombre  c , on  voit  aifément  qu’il  ' 
ne  peut  être  ni  un  nombre  entier , ni  une 
fraftion.  Cependant  il  faut  qu’il  exifte  un 
expofant  b , tel  que  la  puiffance  devienne 
égale  au  nombre  propofé  : on  a donc  b—hxm 
Donc  généralement  a^‘‘=.c, 

225. 

Conlidérons  à préfent  un  autre  nombre 
dont  le  logarithme  ait  été  indiqué  d’une 
maniéré  femblable  par  L.  d } de  façon  que 
ü^-'^—d.  Si  nous  multiplions  cette  formule 
par  la  précédente  a^  ‘=ic  , nous  aurons 
or  l’expofant  eft  toujours 
le  logarithme  de  la  puiffance  ; par  con- 
féquent  \a.c-]i-\^.dz=:h.cd. 

Que  fi  au  lieu  de  multiplier  nous  divi- 
fions  la  première  formule  par  la  fécondé , 
nous  obtiendrions  Scparcon*- 

féquent  L.  c — L.i/=L.j. 

Lij  . 
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Ceft  ainfi  que  nous  avons  été  conduits 
à la  découverte  des  deux  principales 
propriétés  des  logarithmes  , qui  conliftent 
dans  les  équations  L,c-\-L.d=zL,cd , & 
L.  c — La  première  de  ces 
équations  nous  apprend  que  le  logarithme 
d’un  produit,  comme  cd,  fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  les  logarithmes  des  fac- 
teurs. La  fécondé  nous  indique  la  pro- 
priété , que  le  logarithme  d’une  fraôion 
peut  fe  déterminer  en  fouftrayant  le  loga- 
rithme du  dénominateur  de  celui  du  nu- 
mérateur. 

- 227. 

/ Il  s’enfuit  donc  de-là , que  quand  il  s’agit 
de  multiplier  ou  de  divifer  deux  nombres 
l’un  par  l’autre  ,’on  n’a  befoin  que  d’ajou- 
ter ou  de  fouftraire  leurs  logarithmes.  Et 
c’eft-là  précifément  en  quoi  confifte  l’uti- 
lité infigne  des  logarithmes  dans  le  calcul. 


) 

f 


I 
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Car  qui  ne  voit  qu’il  eft  incomparablement 
plus  aifé  d’ajouter  ou  de  fouftraire  des  nom- 
bres , que  d’en  multiplier  ou  d’en  divifer  , 
fur -tout  quand  la  queftion  roule  fur  de 
grands  nombres. 

228. 

Les  logarithmes  offrent  des  avantages 
encore  plus  grands  , dans  le  calcul  des 
puilfances  & dans  l’extraftion  des  racines. 
Car  (i  d=~c  , on  a par  la  première  pro- 
priété L.c-j-L.c=L.cc,‘  par  conféquent 
L.cc=iL.c.  On  obtient  pareillement 
L.c^=3L.c,-  L.c^  =:4L.c;  & en  général 
L.c"  = nL.c,  ' . 

Si  l’on  fubftitue  maintenant  à n des  nom- 
bres rompus , on  aura , par  exemple  , L.  c»  -» 
c’eft-à-dire , L.  y/c = ^ L.  c.  . . 

Enfin , fi  l’on  fuppofe  que  n repréfente 
des  nombres  négatifs,  on  aura  L.c— ‘.ou 
L.  ~ — ~~L« c L. C"~*  ou  L. • ^.L>  c , 

& ainfi  de  fuite.  Cela  fuit  non-feulement 
de  l’équation  L.c"  =nL.c  j mais  aufli  dç| 

. L iij 


s 
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ce  que,  comme  nous  l’avons  vu  plus  haut,'  , . 

L.  I =o. 

229. 

SI  l’on  a donc  des  tables  dans  lefquelles 
les  logarithmes  fe  trouvent  calculés  pour 
tous  les  nombres , on  a , comme  l’on  voit , 
un  puiffant  fecours  pour  venir  facilement 
à bout  de  calculs  très-prolixes  , qui  exige- 
roient  beaucoup  de  multiplications , de  di- 
vilions , d’élévations  de  puiffances  & d’ex- 
traélions  de  racines.  Car  on  trouveroit  dans 
ces  tables  nba- feulement  les  logarithmes 
pour  tous  les  nombres , mais  auffi  les  nom- 
bres pour  les  logarithmes.  Par  exemple , 
s’il  eft  queftion  de  chercher  la  racine  quar- 
rée  du  nombre  c , on  cherche  d’abord  le 
. logarithme  de  c , qui  eft  L.  c , & prenant 
enfuite  la  moitié  de  ce  logarithme , ou  ^L.c, 
on‘  fait  qu’on  a le  logarithme  de  la  racine 
tjua'rrée  qu’ôh' cherche.  On- n’a  donc  qu’à 
vôir^dans  lès  tables  quel  nombre' répond 
à ce  logarithme , on’eft  affuré  qu’il  exprime 
la  racine- cherchée.” 
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230. 

, Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  nom- 
bres I, 2,3,4, 5, d,  &c.  c’eft-à:dire  tous 
les  nombres  pofitifs , font  des  logarithmes 
de  la  racine  a & de  fes  puiflances  pofitivés , 

& par  conféquent  des  logarithmes  de  nom- 
bres plus  grands  que  l’unité.  Et  au  contraire 
que  les  nombres  négatifs  , comme  — i 9 
—2 , &G.  font  les  logarithhies  des.fraéHorts 
^ ^ &c.  qui  font  plus  petites  que  Tunité  ,, 
mais  cependant  encore  plus  grandes 
rien.  ■ . ' - i 

Il  luit  de-là  que  fi  le  logarithme  eft  po»- 
•fitif , le  nombre  efi  toujours  plus  grand*que 
l’unité  i mais  que  fi-le  logarithme  eft  né- 
gatif, le  nombre  eft  toujours  plus  petit  que 
I , & pourtant  plus  grand  que  zéro*'  Par 
conféquent  on  ne  fauroit  indiquer  des  lo- 
garithmes de  nombres  négatifs , & il  faut  ' 
en  conclure  que  les  logarithmes  des  nom- 
bres négatifs  font  impoffibles , & qu’ils  ap- 
partiennent à la  çlaffe  des  quantités  imagi- 
naires. I L iv 
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231. 

Il  fera  bon , afin  d’éclaircir  tout  cela  en- 
core mieux,  d’adopter  un  nombre  déter- 
miné pour  la  racine  a , & nous  choifirons 
celui-là  même  fur  lequel  on  a fondé  les 
tables  logarithmiques  ordinaires.  C’eft  le 
nombre  10  ; on  lui  a donné  la  préférence, 
parce  qu’il  fert  déjà  dè  bafe  à toute  notre 
Arithmétique.  Mais  on  voit  facilement  que 
tout  autre  nombre  pourvu  qu’il  fût  plus 
grand  que  l’unité  , pourroit  fervir  aumême 
ufage.  Quant  à la  raifon  pourquoi  on  ne 
pourroit  pas  fuppofer  a , elle  eft  claire  j 
toutes  les  puiflances  feroient  cohftam- 
ment. égales  à runité,,  & ne.  pourroient 
jamais  devenir  égales  à un  autre  ngmbrc 
donné  . 


‘ f 
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CHAPITRE  XXII. 

I?es  Tables  de  Logarithmes  ujîtées^ 

232. 

Dans  ces  tables  on  part  de  la  fuppo- 
lition  , comme  nous  venons  de  le  dire , 
que  la  racine  a =10.  Ainfi  le  logarithme 
d’un  nombre  quelconque  c eft  l’expofant 
auquel  il  faut  élever  le  norttbre  10,  pour 
qu’il  en  réfulte  une  puilTance  égale  au  nom- 
bre c.  Ou  bien,  fi  l’on  défigne  le  logarithme 
de  c par  L.c  , on  aura  toujours  i o^  '— c. 


233. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le 
logarithme  du  nombre  1 efi  toujours 
& en  effet  on  a i o® = i } par  conféquent  : 
L.i==oj  L.  1 0=1  i L.ioo=2}X.  1000=3  î 
L.  1 0000=4}  L.  1 00000=  5 } L.  1 000000=5. 

De  plus 


L. 

L. 


10000 

J 

ioootoo 


“'''Ai  ^*ioço«o 

= — 5. 


» 
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234. 

Ces  logarithmes  des  nombres  principaux 
fe  déterminent , comme  on  voit , fans  au- 
cune peine.  Mais  il  eft  d’autant  plus  diffi- 
cile de  trouver  les  logarithmes  de  tous  les 
autres  nombres , & cependant  il  eft  nécef- 
faire  qu’on  les  inféré  dans  les  tables.  Ce 
n’eft  pas  ici  encore  le  lieu  de  donner  toutes 
les  inftruftions  requifes  pour  cette  recher- 
che, nous  nous  contenterons  pour  le  préfent 
de  voir  en  général  ce  qu’elle  exige. 

235, 

D’abord,  puifque  L. i=o&L.io=i, 
il  eft  évident  que  les  logarithmes  de  tous 
les  nombres  entre  i & 10  doivent  être 
compris  entre  o & i , & être  par  cohfé-  ' 
quent  plus  grands  que  o & plus  petits  que  i. 

Nous  n’avons  qu’à  confidérer  le  feul  nom- 
bre 2 ; il  eft  certain  que  fon  logarithme  eft 
plus  grand  que  o , & cependant  plus  petit 
que  l’unité}  & fi  nous'défîgnons  ce  loga* 
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rithme  par  la  lettre  x , en  forte  que  L.i=:r, 

il  faut  que  la  valeur  de  cette  lettre  foit  telle 

» qu’on  ait  exactement  io*=i.  ' » i 

; Il  eft  facile  auffi  de  fe  convaincre  que  x 

• \ 

doit  être  beaucoup  plus  petit  que  ^ ou  ce  . 

qui  revient  au  même , que  i o»  eft  plus 
grand  que  2.  Car  ft  nous  prenons  de  part  & 
d’autre  les  quarrés , on  trouve  le  quarré  de 
I o^:=i  O*  & celui  de  2 = 4 J or  ce  dernier 
eft  de  beaucoup  moindre  que  le  premier. 

De  même  ^ eft  encore  une  valeur  trop 
grande  pour  x , c’eft-à-dire  que  loî  eft  plus 
grand  que  2.  Car  le  cube  de  10^  eft  10, 

& celui  de  2 ne  fait  que  8.  Mais  au  con- 
traire en  ne  faifant  .v  que  de  ôn  lui  don- 
neroit  une  valeur  trop  petite  , parce  que 
la  quatrième  puiffance  de  10^  étant  10  &: 
celle  de  2 étant  id,  il  eft  clair  que  lO* 
eft  moindre  que  2.  . 

On  voit  que  ou  le  L.  2 eft  plus  petit 
que  & cependant  plus  grand  que^.  On 
peut  déterminer  de  la  même  manière Jà 


i 
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1 égard  de  toute  fraé^ion  contenue  entre 
J & fi  elle  eft  trop  grande  ou  fi  elle  eft 
trop  petite.  En  tentant , par  exemple , avec 
qui  efi  une  fraftion  moindre  que  - , & 
plus  grande  que^,  il  faudroit  que  îo% 
ou  lo 7 , fut  = 2 ; ou  bien  que  la  feptieme 
puilTance  de  io%  c’eft-à-dire  io>  ou  loo, 
fût  égale  à la  feptieme  puiflance  de  2 j or 
celle-ci  eft  ^ 1 28 , & par  conféquent  plus 
grande  que  celle-là.  Nous  concluons  donc 
de-là  que  10^  eft  auffi  moindre  que  2 , & 
qu  ainfi  | efi  moindre  que  L.  2 , & que  L.  2 
qui  s etoit  trouve  plus  petit  que  - eft  ce- 
pendant plus  grand  que  | . 

ElTayons  encore  une  autre  fraftion  qui 
foitf  en  conféquence  de  ce  que  nous  venons 
de  trouver , comprife  entre  ^ & j--  Une  telle 
fra^on  efi  & il  s’agit  donc  de  voir  fi 
10^=2  J fi  cela  eft,  les  dixièmes  puif- 
fances  de  ces  deux  nombres  font  auffi 
égalés^  entr  elles } or  la  dixième  puiflance 
de  10-  eft  loî  ;=;iooo,  & la  dixième 
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puiffance  de  2 eft=i024j  il  faut  donc 
conclure  que  lo'^  .n’eft  pas  = 2,  que 
eft  une  fraftion  trop  petite  pour  produire 
cette  égalité , & que  le  L.  2 , quoique  plus 
petit  que  j eft  cependant  plus  grand  que 

*0  • 

236. 

Cette  confidération  fert  à nous  faire  voir 
que  L.  2 a une  grandeur  déterminée  , puif- 
que  nous  favons  que  ce  logarithme  eft  cer- 
tainement plus  grand  que  ^ & plus  petit 
que  Nous  ne  pouvons  pas  aller  plus 
loin  pour  le  préfent , & puifque  nous  igno- 
rons encore  la  vraie  valeur  de  ce  loga- 
rithme , nous  l’indiquerons  par  x , en  forte 
que  h.i=.x } & nous  montrerons  com- 
ment , ft  elle  étoit  connue  , on  pourroit  en 
déduire  les  logarithmes  d’une  infinité  d’au- 
tres nombres.  Nous  nous  fer  virons  pour 
cet  effet  de  l’équation  rapportée  plus  haut 

, qui  renferme  la  pro- 
priété, que  le  logarithme  d’un  produit  fe 


( 


( 
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\ 

trouve  en  ajoutant  enfemble  les  logarithmes 
des  fafteurs.  ^ 

237. 

D’abord,  comme  & L.io=i , 

nous  aurons  L.20— -v-j-i  j L.200=;c-j-2  j 
L.  2000  = AT-|-3  ; L.  20000  = ;c-|-4  J 
& L.  200000  = a:-[- 5 , &c. 

238. 


Déplus,  comme  L.c*=2L.c&L.cï=3L*c 
& L.  c‘^=4L.  c,  &c.  nous  avons 
L.4—ÎXJ  L.8:=3x,-  L.i5=4at,-  L.3  2=çat; 
L.64=6x  , &c.  & nous  trouvons  par-l^t 
que 


L.40=  2Ar-|- 1 J L. 400=2 jf-[- 2 ; 
L.4000=2j:-|-3  j L.40000=2Ar~[-4 , &c. 
L.8o  = 3 .V-j- 1 ; L.  800=3  AT 2 J 
L.8ooo=3jt-[-3  j L.8oooo=3a:-|-4  , &c. 
L.  i6o  = 4at-[- 1 J L.  1600  = 4 j:-[-2  J 
L.i6ooo=4j:-|-3  j L.i 60000=4 jf-}-4 


239. 

Reprenons  aufli  l’autre  équation  fonda- 
mentale, L.j=L.c — h.d,  & lùppofons 
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<r=io,  & d=i',  puifque  L.  io=i  & 
L.2=jc:,  nous  aurons  L.  '-^ouL.5=i — x , 
& nous  déduirons  de -là  les  équations  fui- 
vantes  : 

L.  50=1 — Xi  L.  500  = 3 — Xi 
1^.5000  = 4 X,  &c. 

L.  25  = 2 — IX  i L.  125  = 3 — 3 AT; 

L.625  = 4 — 4AT,  &c. 

L.  250=3  — IX i L.  2500=4  — IX s 
L.  25000=5 — '2a:,  &C. 

L.i25o=4 — "^x  i L.i25oo=5^ — 3a:,- 
L.  125000  = 6 — 3 a:,  &C. 

L.625o=5 — 4x  i L.625oo=6  — 4A-; 

L.625ooo=7  — 4AT,  &c. 

& ainli  de  fuite.  ' 

• 240. 

Si  l’on  connoiffoit  le  logarithme  de  3 , 
ce  feroit  encore  le  moyen  de  déterminer 
un  nombre  prodigieux  d’autres  logarithmes. 
En  voici  quelques  preuves,  en  fuppofant 
le  L.3  exprimé  par  la  lettre  jy. 

i L.'^oo=y-\-ï  i 

L.  30oo=y+3  J 
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L.  9 = iyy  L.  27  = 3yy  L.  Si  =4  J y 
L.  243  = 3J)/y 

On  aura  aufli 

L.6  = x-\-y  J L.ï  2 = ix^y  ^ 

L.  I 8 = AT  IJ  y 

& L.  I 5 =;L.  3 -j-L.  5 jy* 

241. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les 
nombres  proviennent  de  la  multiplication 
des  nombres  qu’on  nomme  premiers.  Si 
l’on  connoiflbit  donc  feulement  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  premiers , on 
pourroit  trouver  par  dé  (impies  additions 
les  logarithmes  de  tous  les  autres  nombres. 
Le  nombre  210,  par  exemple , étant  formé 
des  fafteurs  2 , 3 , 5 , 7 , fon  logarithme 

fera  =L. 2-|“L. 3 -{-L. 5 4“L* 7*  Pareille- 
ment, puifque  360=2.2. 2.3. 3. 5=2?3r5 , 
onaL.  36o=3L.24-2L.3  4-L.  5.  Il  efl: 
donc  clair  que  moyennant  les  logarithmes 
des  nombres  premiers  , on  peut  déterminer 
ceux  de  tous  les  autres  nombres  , & que 

c’éft 
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c’eft  à déterminer  ceux-là  qu’il  faut  s’atta- 
cher avant  toutes  cliofes , fi  l’on  fe  propofe 
de  copftruire  des  tables  de  logarithmes. 


CHAPITRE  XXIII. 


De  La  maniéré  de  repréfenter  les  Logarithmes^ 


242. 

J^ous  avons  vu  que  le  logarithme  de  2 
eft  plus  grand  que  ^ &:  plus  petit  que 
& que  par  coniequent  l’expofant  de  10  doit 
tomber  entre  ces  deux  fraéHons  , pour  que 
la  puifiTance  devienne  2.  Or  quoiqu’on 
fâche  cela , quelque  fraéHon  cependant 
qu’on  adopte  conformément  à cette  con- 
dition , la  puilTance  qui  en  réfulte  lcra  tou- 
jours un  nombre  irrationnel  , plus  grand 
ou  plus  petit  que  2 ; 6c  par  conféqucnt  le 
logarithme  de  2 ne  fauroit  erre  exprimé 
par  une  telle  fraftion.  Cela  fait  qu’il  iaut 
le  contenter  de  déterminer  la  valeur  de  ce 
Tome  U M * 
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logarithme  d’une  maniéré  affez  approchée 
pour  que  l’erreur  devienne  infenfible.  On 
fe  fert  pour  cela  des  fraBions  décimales  ; 
c’ed  ainli  qu’on  nomme  des  quantités , dont 
la  nature  & les  propriétés  méritent  d’être 
mifes  dans  tout  le  jour  poffible. 

243. 

On  fiiit  que  dans  la  maniéré  ordinaire 
d’écrire  les  nombres  avec  le  fecours  des  dix 
chiirres  ou  carafteres 

il  n’y  a que  le  premier  chiffre  à droite  qui 
ait  fa  fignification  naturelle  j que  les  chiffres 
à la  fécondé  place  lignifient  dix  fois  plus 
que  ce  qu’ils  fignifieroient  à la  première  j 
que  les  chiffres  à îa  troifieme  place  ligni- 
fient cent  fois  davantage  j & ceux  à la  qua- 
trième mille  fois  davantage  , & ainfi  de 
fuite  ; c’eft- à-dire  qu’à  mefure  qu’ils  avan- 
cent vers  la  gauche  ils  acquièrent  une  va- 
leur dix  fois  plus  grande  qu’ils  m’avoient  au 
rang  précédent.  C’eff  ainfi  que  dans  le 
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nombre  1765  le  chiffre  5 eft  au  premier 
rang  à la  droite , & lignifie  aufli  5 réel- 
lement. Au  fécond  rang  eft  6 ; mais  ce 
chiffre,  au  lieu  de  lignifier  6 , indique  10.6 
ou  60.  Le  chiffre  7 eft  au,troifieme  rang, 
& lignifie  100.7  Enfin  le  i , qui 

eft  au  quatrième  rang , lignifie  1 000  ; voilà 
donc  pourquoi  on  prononce  le  nombre  pro- 
pofc  de  cette  maniéré , 
l/n  mille  (ou  mille  y')  fept  cent , foixante 
& cinq. 


244.  , 

Puifque  la  val-ur  des  chiffres  devient 
toujours  dix  fois  plus  grande  en  allant  de 
la  droite  vers  la  gauche , & que  par  con- 
féquent  elle  devient"  continuellement  dix 
fois  moindre  en  allant  de  la  gauche  vers 
la  droite , on  pourra  en  fe  conformant  à 
cette  loi  avancer  encore  davantage  vers 
la  droite  , & on  obtiendra  des  chiffres  dont 
la  lignification  continuera  de  devenir  dix 
fois  moindre.  Mais  à quoi  il  faudra  bien 

M ij 
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faire  attention  , c’eft  la  place  où  les  chiffres 
ont  leur  valeur  naturelle  , on  l’indique  par 
une  virgule  qu’on  met  après  ce  rang.  Si 
l’on  rencontre  donc  ^ par  exemple , le  nom- 
bre 36,54891  voici  comme  il  faut  l’en- 
tendre : le  chiffre  6 d’abord  a fa  valeur  na- 
turelle ; & le  chiffre  3 , qui  eft  au  fécond 
rang,  fignifîe  30.  Mais  le  chiffre  5 qui  vient 
après  la  virgule  , ne  lignifie  que  j en- 
fuite  le  4 ne  vaut  que  j le  chiffre  8 fi- 
i le  chiffre  9 fignifie  ; & le 
chiffre  i — — . On  voit  donc  que  plus 
ces  chiffres  avancent  vers  la  droite , plus 
leurs  valeurs  diminuent , ^ qu’à  la  fin  ces 
valeurs  deviennent  fi  petites  , qu’on  peut 
avec  raifon  les  regarder  comme  nulles  (*). 

(*)  Les  opérations  de  l’Arithmétique  fe  pratiquent 
fur  les  fraélions  décimales  de  la  meme  maniéré  que  lur 
les  nombres  entiers  ; il  y a feulement  quelques  précau- 
tions^ à prendre  après  l’opération  pour  placer  la  virgule 
qui  fepare  les  nombres  entiers  des  décimales.  On  peut 
coafultcr  filr  ce  fujet  prefque  tous  les  Traités  d’Arithmé- 
tique.  Lorfque  dans  la  multiplication  de  ces  fraélions  le 
multiplicande  & le  multiplicateur  ont  un  grand  nombre 


/ 
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245. 

, Voilà  refpece  de  nombres  qu’on  nomme 
fracHons  décimales , & c’ed:  de  cette  ma- 
niéré aufli  qu’on  indique  les  logarithmes 
dans  les  tables.  On  y exprime,  par  exem- 
ple, le  logarithme  de  2 par  0,3010300,  où 
nous  voyons  1°.  que  puifqu’il  y a un  o de- 
vant la  virgule , ce  logarithme  ne  fait  pas  un 
entier  i 2°.  que  fa  valeur  eft 
J — ? — ! — 1 — I — ^ L On  peut 

1 XOOOO  I lOOOCO  I loOOOOO  I lOOOOOOO  ^ MV 

remarquer  qu’on  auroit  bien  pu  omettre 
les  deux  derniers  zéros , mais  c’ed;  qu’ils 
'fervent  à indiquer  que  le  logarithme  en 
queftion  ne  contient  aucune  de  ces  parties 
qui  ont  1000000  & 10000000  pour  dé- 
nominateur. On  ne  nie  pas  au  refte  qu’on 


de  dccimales  , t’opération  feroitfort  longue  & donneroit 
un  rélultat  beaucoup  plus  exaél  qu’on  n’en  a befoin  com- 
munément ; mais  on  peut  la  funpiifier  par  une  méthode 
qui  ne  fe  trouve  pas  dans  beaucoup  d’ Auteurs , & que 
M.  Marie  a indiquée  dans  fon  édition  des  Leçons  de 
Mathématiques  de  M.  de  ia  Caille , où  il  explique  aufli 
une  méthode  fcmbiabic  pour  la  divifion  des  décimales, 

V M iij 


V 


Digitized  by  Googli 


I 8 î E L à M E N 5 

n’eût  pu  trouver,  en  continuant  encore ^ 
des  parties  plus  petites  j mais  pour  ce  qui 
eft  de  celles-ci  on  les  néglige  à caufe  de 
leur  extrême  petitelTe. 

. 246. 

Le  logarithme  de  3 fe  trouve  exprimé 
dans  les  tables  par  0,4771213  ; on  voit 
donc  qu’il  ne  contient  point  d’entier , & 
ouhl  eft  compofé  des  fraêHons  fuivantes; 

ji  I i _j 7 I 1 a I ï 

10  ~T~  100  I 1000  P"  1000a  f 100000  I 1000000 

-j-— O*  Mais  il  ne  faut  pas  croire  que 

de  cette  maniéré  le  logarithme  foit  afligné 
avec  la  dermere  précilion.  On  peut  feu- 
lement être  certain  que  l’erreur  eft  moin- 
dre que  de  7——  ; il  eft  vrai  d’un  autre 
coté  que  cette  erreur  eft  ft  petite , qu’on 
peut  très-bien  la  négliger  dans  la  plupart 
des  calculs. 

247. 

Suivant  cette  façon  d’exprimer  les  lo- 
garithmes, celui  de  i doit  être  indiqué 
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par  0,0000000,  puifqu’il  eft  réellement 
:=o.  Le  logarithme  de  10  efl:  1,0000000, 
où  l’on  reconnok  qu’il  eft  exa61:ement=i. 
Le  logarithme  de  100  eft  2,0000000,  ou 
exa6lement=:2.  Et  l’on  peut  en  conclure 
que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  qui 
font  <|puenus  entre  i o & 1 00 , & par  con- 
féquent  compofés  de  deux  chiffres,  que  ces 
logarithmes , dis-je  , font  compris  entre  i 
& 2 , & par  conféquent  qu’ils  doivent  s’ex- 
primer par  I -j-une  fraftion  décimale.  C’eft 
ainft  que  L.  50=  1,6989700  ; fa  valeur 
eft  donc  l’unité  , & outre  cela  ~ — 1-  — 

4“  n’aura  pas  de 

1 ICOO  I lOCOO  I 100003  1 

peine  à remarquer  de  même  que  les  loga- 
rithmes des  nombres  entre  100  & 1000 
s’expriment  par  2 entiers  avec  une  fraélioit 
décimale.  Ceux  des  nombres  entre  1000 
& 10000,  par  3 -j-une  fraéHon  décimale. 
Ceux  des  nombres  entre  1 0000  & 1 00000 
par  4 entiers  joints  à une  telle  fraftion  , 
& ainft  de  fuite.  Le  log.  800 , par  exem- 
ple, eft  =2,9030900  j celui  de  2290  eft 
3>359S35î>  M iv 
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Les  logarithmes  au  contraire  des  nom- 
bres moindres  que  i o , ou  qui  ne  s’expri- 
ment que  par  un  feul  chifFre , ne  font  pas 
un  entier  , & voilà  pourquoi  on  trouve  un 
O devant  la  virgule.  Ainfi  nous  avofljpdeux 
parties  à confidérer  dans  un  logarithme.  La 
première  eft  celle  qui  précédé  la  virgule 
& qui  indique  les  entiers  quand  il  y en  a j 
l’autre  indique  les  fraéHons  décimales  qu’il 
L.it  ajouter  aux  entiers.  La  partie  première 
ou  entière  d’un  logarithme  , qu’on  nomme 
le  piui  fouvent  la  caraclérijîique , fe  déter- 
mine facilement  d’après  ce  que  nous  avons 
dit  dans  l’article  précédent.  Elle  efl  o pour 
tous  les  nombres  qui  n’ont  qu’un  chiffre  j 
elle  ert  i pour  ceux  qui  en  ont  deux  ; elle 
efl  2 pour  ceux  qui  en  ont  trois  , & en 
général  elle  efl  toujours  d’une  unité  moin- 
dre aue  le  nombre  des  chiffres.  Si  donc  on 
1 

demande  le  logarithme  de  1766,  on  fait 
déjà  que  la  premâcre  partie , ou  celle  des 
entiers,  efl  3 néçeffairement. 
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249. 

Ainfi  réciproquement  on  reconnoît  à la 
première  infpeftion  de  la  première  partie 
d’un  logarithme , de  combien  de  chiffres 
eft  compofé  le  nombre  qui  répond  à ce 
logarithme  j puifque  le  nombre  de  ces  fi- 
gures eft  toujours  d’une  unité  plus  grand 
que  la  partie  des  entiers  du  logarithme.  Si 
on  avoir  trouvé , par  exemple , pour  le  loga- 
rithme d’un  nombre  inconnu  6,4771213  , 
on  fauroit  d’abord  que  ce  nombre  doit  être 
de  fept  chiffres , &:  plus  grand  que  1 000000. 
Et  en  effet  ce  nombre  eft  3000000;  car 
log.  3000000  — L.  3 -{-L*  1000000.  Or 
L.  3 = 0,477 1 2 1 3 , ^ L.  1000000  — 6, 
& la  fomme  de  ces  deux  logarithmes  eft 
6,4771213. 

250.  ■ 

Le  principal  pour  chaque  logarithme  eft 
donc  la  fraéHon  décimale  qui  fuit  la  vir- 
gule , laquelle  même  une  fois  connue  fert 
pour  plufieurs  nombres.  Pour  prouver  ceci , 
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confidérons  le  logarithme  du  nombre  3^5  ; j 
Ik  première  partie  eft  z fans  contredit  ; | 

quant  à l’autre  ou  la  fraftion  décimale,  | 

indiquons-la , pour  abréger , par  la  lettre  x. 

Nous  avons  donc  L.  365  = 2-}-x.  Or  en  I 
multipliant  continuellement  par  10,  nous  .1 
aurons  L.3 65 o=3~{-x;  L. 3 6 5 oo=4-}-x / I 

L.  3 6 5 000  :=  5 -j- X , & ainfi  de  fuite.  Mais 
nous  pouvons  auffi  rebrouffer  & divifer 
continuellement  par  10  , cela  nous  don- 
nera L.  36,5  = i a:,-  L.  3,65  =o-|-.^> 
L.0,365— — L.o,o365= — 

L, 0,003 6 5 = — 3-|-x,  & ainfi  de  fuite. 

251. 

» 

Tous  ces  nombres  donc  qui  proviennent 
des  figures  365  , foit  précédées  , foit  fui- 
vies  de  zéros , ont  toujours  la  même  frac-  1 

*tion  décimale  pour  fécondé  partie  du  lo-  ' 

garithme;  & toute  la  différence  roule  fur  . ! 
le  nombre  entier  qui  eft  devant  la  virgule , : 

lequel  p^ut  même , comme  nous  avons  vu , j 

devenir  négatif,  favoir  quand  le  nombre  i 
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propofé  ell  plus  petit  que  i.  Or  comme 
les  Caloulateurs-ordinaires  ont  de  la  peine 
à traiter, les  nombres  négatifs,  on  a cou- 
tume dans  ces  cas  d’augmenter  de  10  les 
entiers  du  logarithme  , c’eft-à-dire  qu’on 
écrit  10  au  lieu  de  o devant  la  virgule. 
De  forte  qu’à  la  place  de  — i on  a 9 j 
au  lieu  de  — 2 on  a 8 ; au  lieu  de  — 3 
on  a 7^  (Scc.  Mais  il  ne  faut  jamais  oublier 
alors  que  la  caraélérillique  a été  prife  de 
dix  unités  trop  grande , & ne  pas  s’imagi- 
ner que  le  nombre  eft  de  10,  ou  9 ou  8 
chiffres.  On  fent  bien  que  fi  dans  le  cas 
dont  nous  parlons  cette  caraélérillique  ell: 
plus  petite  que  \o,  on  ne  peut  commencer 
à écrire»  les  chiffres  du  nombre  qu’après 
une  virgule.  Par  exemple  , que  (i  la  carac-  ' 
tériftique  eft  9 , on  doit  comm.encer.  au 
premier  rang  après  une  virgule  j que  fi  elle 
efi:  8 , il  faut  mettre  encore  un  zéro  à ce 
premier  rang,  &:  ne  commencer  à écrire 
les  chiffres  qu’au  fecônd  rang.  C’efi:  ainfi , ' 
que  9,5622929  feroit  le  logarithme  de 
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0,365  , & 8,5622929  le  log.  de  0,0365. 

Mais  c’eft  dans  les  tables  des  finus  princi- 
palement qu’on  fait  ufage  de  cette  maniéré 
d’écrire  les  logarithmes. 

252.  j 

On  trouve  dans  les  tables  ordinaires  les  * 
décimales  des  logarithmes  poulTées  jufqu’à 
fept  chiffres  ou  figures  , dont  la  derniere 
par  conféquent  indique  les  7^—— , & on  ' 
eff  sûr  qu’ils  ne  font  jamais  en  défaut  d’une 
telle  petite  partie  entière  , & que  Terreur 
ne  peut  donc  être  d’aucune  importance. 

Il  y a cependant  des  calculs  où  l’on  a befoin 
d’une  précifion  encore  plus  particulière  ; j 

on  fe  fert  alors  des  grandes  tables  de  Vlacq , 1 

où  les  logarithmes  fe  trouvent  calculés  en  | 

dix  décimales.  j 

^53' 

( 

Comme  la  première  partie , ou  la  carac- 
tériftique  d’un  logarithme , ’n’efl:  fujette  à ( 
aucune  difficulté , on  l’indique  rarement  j 
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dans  les  tables  ; on  n’y  exprime  que  la 
fécondé  partie  , ou  les  fept  figures  de  la 
fraftion  décimale.  On  aides  tables  angloi- 
fes  où  l’on  trouve  les  logarithmes  de  tous 
les  nombres  depuis  i jufqu’à  1 00000 , & 
même  ceux  de  nombres  plus  grands,  parce 
que  de  petites  tables  additionnelles  indi- 
quent ce  qu’il  faut  ajouter  aux  logarithmes, 
à raifon  des  chiffres  que  les  nombres  pro-  > 
pofés  ont  de  plus  que  dans  les  tables.  On 
trouve  , par  exemple  , le  logarithme  de 
379456  facilement , parle  moyen  de  celui 
de  37945  & des  petites  tables  dont  nous 
parlons  (*). 

('‘)  Ces  tables  angloifes  font  celles  que  Scherw'in  publia 
au  commencement  de  ce  fiecle  , & qui  ont  été  réim- 
primées plufieurs  fois  ; on  les  trouve  auffi  dans  les  tables 
de  Gardirur , dont  les  Aftronomes  fe  fervent  communé- 
ment , & qui  viennent  d’être  réimprimées  à Avignon. 

Il  eft  bon  de  remarquer  à l’égard  de  ces  tables , que 
comme  les  logarithmes  n’y  font  pouffes  que  jufqu’à  fept 
carafteres  , abftraélion  faite  de  la  caraélériftique  , on  ne 
peut  par  leur  moyen  opérer  avec  une  entière  exaélitude 
que  fur  des  nombres  qui  n’ayent  pas  plus  de  fix  carac- 
tères; mais  quand  on  emploie  les  grandes  tables  de  VUcq^ 


1 


I9<3  E L È M E N s 

254. 

■On  comprendra  aifément  par  ce  qui  a 
Clé  dk , comment , ayant  trouvé  un  loga- 
rithme , on  doit  prendre  dans  les  tables  le 

où  les  logarithmes  font  poufles  jufqu’à  dix  caraâeres  en 
décimales  , on  peut , en  prenant  les  parties  proportion- 
nelles, opérer,  fans  commettre  aucune  erreur,  fur  des 
nombres  qui  ayant  jufqu’à  neuf  carafteres.  La  raifon  de 
ce  que  nous  venons  de  dire  & les  moyens  de  faire  fervir 
facilement  ces  tables  à des  opérations  fur  de  plus  grands 
nombres,  fe  trouvent  très-bien  expliqués  dans  les  Elé- 
mens  d' Algèbre  de  Sa  UN v ERSO N , Liv.  IX,  II'  Part. 

Ces  tables , au  refte  , ne  donnent  direélement  que  les 
logarithmes  qui  répondent  à des  nombres  propofés , & 
lorfqu’on  veut  repalTer  des  logarithmes  aux  nombres , 
comme  on  rencontre  rarement  dans  les  tables  le  loga- 
rithme que  l’on  a , on  eft  obligé  le  plus  fouvent  de 
chercher  ces  nombres  par  une  méthode  d’interpolation, 
c’eft-à'-dire  , par  une  voie  indireéle.  Pour  fuppléer  à ce 
défaut  on  a calculé  en  Angleterre  une  autre  table  , qui 
a été  publiée  à Londres  en  1742  , fous  le  titre  de  The 
Anti-logarithmie  Canon , &c,  by  James  Dodson  , & qui 
eft  encore  aflez  peu  connue  ; on  y trouve  les  décimales 
des  logarithmes  rangées  par  ordre  depuis  0,0001  jufqu’à 
1,0000,  & à côté  les  nombres  correfpondans  pouffes 
jufqu’à  onze  chiffres  j on  y trouve  auffi  les  parties  pro-; 
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nombre  qui  lui  convient.  Cela  deviendra 
encore  plus  clair  par  un  exemple  : mul- 
tiplions les  nombres  343  & 1401.  Puil- 
qu’il  faut  ajouter  enfemble  les  logarithmes, 
on  écrira  le  calcul  de  la  façon  qui  fuit: 

L.  345  =^,535^94-)  3 

L.  2401  =3,3803922  ) 


5,9156863 

6847 


I fouilrayés 


16. 

Le  nombre  cherché  eft  donc  823543. 

Car  la  fomme  eft  le  logarithme  du  pro- 
duit cherché  ; on  voit  par  fa  caraftériftique 

5 que  ce  produit  eft  compofé  de  ftx  chiffres, 

6 ceux-ci  fe  trouvent  par  le  moyen  de 
la  fraéHon  décimale  & de  la  table  , être 
823543. 

^55- 

Comme  c’eft  en  particulier  dans  l’ex- 
traélion  des  racines  que  les  logarithmes 

portionnelles  néceffaires  pour  déterminer  les  nombres 
qui  répondent  aux  logarithmes  intermédiaires  quji  ne  fe 
trouvent  pas  dans  la  uble. 
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rendent  de  grands  fervices , donnons  aii/îî 
un  exemple  de  la  maniéré  dont  on  les 
applique  à cette  partie  du  calcul.  Suppofez 
qu’il  s’agifle  d’extraire  la  racine  quarrée  de 
10.  Vous  divifez  Amplement  par  z le  lo- 
garithme de  10,  qui  eft  1,0000000}  le 
quotient  0,5000000  eft  le  logarithme  delà 
racine  cherchée.  Or  le  nombre  qui  dans 
les  tables  répond  à ce  logarithme , eft 
3,16228,  dont  le  quarré  eft  effectivement 
égal  à I O , à un  cent  millième  près  dont 
• il  eft  plus  grand. 


Section 
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SECTION  SECONDE. 

DeS'  différentes  Méthodes  de  Calcul 
pour  Les  Grandeurs  compofées  ou 
complexes. 


CHAPITRE  PREMIER. 

V Addition  des  (Quantités  complexes» 

256.  ^ ’ 

I_<ORSQy*ON  a deux  ou  plufieurs  for- 
mules compofées  de  plufieurs  termes  à 
ajouter  enfemble , on  ne  fait  fouvent  qu’in- 
diquer cette  addition  par  des  lignes , en 
mettant  chaque  formule  entre  deux  pa- 
renthefes  , & en  la  liant  avec  les  autres 
par  le  moyen  du  figne  +.  S’il  s’agit,  par 
exemple,. d’ajouter  enfemble  les  formules 
Tome  /,  N 


c 


* 
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a-\-b-\-c  & on  indique  la 

fomme  en  cette  maniéré  : 

(‘»+^+0  + (‘>'+«+/).  . 

257. 

On  fent  bien  que  ce  n’eft  pas  là  efFeftuer 
l’addition , que  ce  n’eft  que  l’indiquer.  Mais 
on  voit  aufli  que  pour  la  faire  réellement 
on  n’a  qu’à  omettre  les  crochets  ; car  le 
nombre  devant  être  a}outé  à 

l’autre , on  fait  que  cela  fait  en  y joignant 
d’abord  enfuite  -|-e  & enfuite  -j-/> 
ce  qui  donne  donc  la  fomme 

On  fuivroit  la  même  voie , û quelques- 
uns  des  termes  étoient  affeélés  du  ligne — ; 
il  faudroit  les  joindre  de  la  même  façon , 
moyennant  le  ligne  qui  leur  eft  propre. 

258. 

Afin  de  rendre  ceci  plus  clair,  nous con- 
fidérerons  un  exemple  en  nombres  pursj 
nous  nous  propoferons  d’ajouter  à la  for- 
mule 12 — 8 cette  autre,  15 — 6,  Si  nous 
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commençons  donc  par  ajouter  1 5 , nous 
aurons  12  — 8-|-i5  j or  c’étoit  ajouter 
trop , puifqu’il  ne  falloir  ajouter  que  1 5 — 

& il  eft  clair  que  c’eft  6 que  nous  avons 
ajouté  de  trop.  Otons,  reprenons  donc  ces 
6 en  les  écrivant  avec  leur  ligne  négatif, 
nous  aurons  la  fomme  véritable 
12  — 

D’où  l’on  voit  que  les  fommes  le  trou- 
vent en  écrivant  tous  les  termes  ; chacuri 
avec  le  ligne  qui  lui  ell  propre,  ’ 

2 5_9. 

S’il  ell  donc  quelliOn  d’ajouter  la  for- 
mule — f à la  formule  a — ^ 

on'  exprimera  la  fomme  ainli  : 

' a — b-^c^d-^e—^f,  ' ' 

en  remarquant  cependant  qu’il  n’importe 
en  rien  dans  quel  ordre  on  écrit  ces  termes.^ 
On  peut  les  changer  de  place  à volonté,' 
pourvu  qu’ori  leur  conferve  ieuts'  ligneK’ 
Cette  Ibmme  pôürrbit  , par  exemple 
s’écrire  ainli  : 

c — c-^a — f'~^d — b, 

N i) 
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260. 


On  A'oit  aflez  que  l’addition  ne  foufFre  au- 
cune difficulté , de  quelque  forme  que  foient 
les  termes  à ajouter.  S’il  falloir  ajouter 
enfcmble  les  formules  2a’  4L.  c 

& a — 7c,  on  écriroit 

2a’  -}-6y^ é— .4L;£:-{-  5 y^a  — j c , 
foit  dans  cet  ordre  même  , Toit  en  chan- 
geant cet  ordre  des  termes.  La  fomme 
reviendra  toujours  à cela , fi  l’on  ne  change 
pas  les  lignes.  . , . 

- . ' - ^ r . . J . ..■  I. 

Mais  il  arrive  fquvent  que  les  Iqmmes 

trouvées  de  cette  maniéré  peuvent  Ib;  ré- 
duire confidérablement  : • favoir  , quand 
deux  ou  plufieurs  termes  fe  détruifent  les 
uns  les, autres.  Par  exemple,  fi  l’on  ren- 
contre ,dans  uqe  même  fomme  les  termes 
+ a~a  ou  3 a — 4a-|-a,*  ou  bien  quand 
on  peut,  réduire  deux  ou  plufieurs  termes 
en  un  feul.  Voici  des  exemples  de  cette 
fécondé  réduélion: 
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a } jb  — -^b^r,-^  ; 

— 6c-^ioc=~^4c  ; 

5a  — Sa=  — 3<2y  ■ — 7^-]-^=;  — 6bj‘ 

3c 4C  = — 7c  y 

ia—^a-\-a= — la  ; —‘^b—^b-\^xb^= — Gb, 
On  peut  donc  abréger  toutes  les  fois  que 
deux  ou  plufieurs  termes  font  entièrement 
les  mêmes* quant  aux  lettres.  Mais  il  ne 
faut  pas  confondre  ces  cas  avec  ceux  - ci 
2aa4~3a  , ou  ib^ — b^  \ ceux  de  cette 
efpece  ne  fouffrent  point  de  réduêlion. 

262. 

Conlidérons  encore  quelques  exemples 
de  réduéHon  ; le  fuivant  nous  conduira 
d’abord  à une  vérité  très-utile.  Suppofez  qu’il 
faille  ajouter  enfemble  les  formules  a-\-h 
& a — b ; notre  réglé  donne  a~\-b-\-a — b / 
or  a-j-a=2a  , & b — b=o\  la  fomme 
eft  donc  2 a y par  confcquent  fi  l’on  ajoute 
enfemble  la  fomme  de  deux  nombres 
& leur  différence  (a — ^)  , on  obtient  le 
double  du  plus  grand  de  ces  deux  nombres. 

N iij 


; 


Digitized  by  Google 


ip8  E L È M E N s 

Voici  encore  d’autres  exemples: 


3 a — 2 b—c 

a^  — laab-^  labb 

5 b — 6c-^a 

— aab-^  lab  b — b^ 

Aa-\-T,b—jc 

û’  — “^aab-^-  Actbb — b^. 

CHAPITRE.  II. 

De  la  SouJlraBion  des  Quantités  complexes^ 

263. 

S I on  ne  veut  qu’indiquer  la  fouftraôion , 
on  enferme  chaque  formule  entre  deux 
crochets , en  joignant  par  le  ligne  — la 
formule  qui  doit  être  fouftraite  à celle  dont 
il  faut  la  fouftraire. 

. En  fouftrayant , par  exemple , la  formule 
d — e-\-fàe  la  formule  a — b-\-c , on  trouve 
le  refte 

{a-^b-\-c)  — {d—e~\-f)i 
& cette  façon  de  l’indiquer  donne  fuffifam- 
ment  à connoître  laquelle  des  deux  for- 
mules doit  être  fouftraite  de  l’autre. 
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• 264. 

Mais  quand  on  veut  effe6luer.  réellement 
la  fouftraftion , il  faut  obferver  première- 
ment, qu’en  fouftrayant  d’une  quantité  a 
une  autre  quantité  pofitive  , on  obtient 
a — b.  En  fécond  lieu  , qu’en  fouftrayant 
de  a une  quantité  négative  — on  ob- 
tient a 4"^  i parce  qu’ôter  à quelqu’un  une 
dette  eft  autant  que  lui  donner  quelque 
chofe. 

265. 

Suppofons  maintenant  qu’il  s’agifle  de 
fouftraire  de  la  formule  a — c la  formule 
b — d , on  ôtera- d’abord  b i ce  qui  donne 
a — c — b : or  c’étoit  ôter  la  quantité  d de 
trop , puifqu’il  ne  falloir  fouftraire  que  b — df 
il  faudra  donc  reftituer  la  valeur  de  dj^ 
& on  aura  - 

a — c — b-^di 

d’oîi  il  eft  évident  qu’il  faut  changer  les 
lignes  des  termes  de  la  formule  à fouftraire  , 

N iv 
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& les  joindre  avec  ces  lignes  contraires  aux 
termes  de  l’autre  formule. 

266. 

II  eft  donc  facile , moyennant  cette  réglé, 
de  faire  la  fouftraftion  , puifqu’on  ne  fait 
qu’écrire , telle  qu’elle  eft , la  formule  de 
laquelle  il  faut  fouftraire  , & que  l’autre 
s’y  joint  fans  autre  changement  que  celui 
des  lignes.  C’eft  ainli  que  dans  le  premier 
exemple , où  il  s’agiflbit  de  «fouftraire  de 
a — b-\-c  la  formule  d — on  obtient 
a — b-\-c — — f. 

Un  exemple  en  nombres  rendra  cela 
encore  plus  clair.  Si  on  fouftrait  la  formule 
6 — 2-|-4  de  9— -3 «-[-2,  on  obtient 
9 — 3+^— 

cela  eft  évident}  car  9 — 3-|-2  = 8}  de 
piême  6 — 2-}"4==8}  or  8 — ^8=0, 

267. 

La  fouftrafHon  n’étant  donc  fujette  à 

ôuçune  difficulté , il  ne  refte  qu’à  faire 


r 
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remarquer  que  fi  dans  le  refte  il  fe  trouve 
deux  ou  plufieurs  termes  tout-à-fait  fem- 
blables  quant  aux  lettres , ce  refte  peut  fe 
réduire  à une  expreflion  plus  abrégée , 
fuivant  les  mêmes  réglés  que  nous  avons 
données  pour  les  fommes  dans  l’addition, 

268. 

Qu’on  ait  à fouftraire  de  a-\-b , ou  de 
la  fomme  de  deux  quantités , leur  différence 
a — b,  on  aur-a  d’abord  a-\-b — or 
a — a=zo  & b-^-b—zb  ; le  refte  cherché 
eft  donc  ib , c’eft-à-dire  le  double  de  la 
plus  petite  des  deux  quantités. 

269. 

Les  exemples  fuivans  tiendront  lieu 
d’éelairciffemens  ultérieurs  : 

aci-\^ü.b-^bb  5 G — /^b—j—^c 

bb-^ab — aa  zb-^j^c — éa  \ 

ina.  9a — 6^-j-c, 
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— '^aab-^'^abb — b^ 
6aab-]^xb^ . 

\/  a-\-  l^b 
\/a—^\/b 

+ 5\/^» 


CHAPITRE  I I I. , 

De  la  multiplication  des  Quantités  complexes, 

270. 

IjORSQu’il  n’eft  queftion  que  d’indiquer 

fimplement  une  telle  multiplication  , on 

met  entre  deux  crochets  chacune  des  for- 

% 

mules  qui  doivent  être  multipliées  enfem- 
ble , & on  les  joint  les  unes  aux  autres , 
quelquefois  fans  aucun  figne , quelquefois 
en  mettant  un  point  ou  le  ligne  x entre 
deux.  Par  exempl,  pour  indiquer  le  produit 
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des  deux  formules  a — h-\-c  & d — c-f"/' 
multipliées  l’une  par  l’autre , on  écrit 
(a-b-^c) . (d—e-\-f)  ou  (a—b-\-c)  X 

On  fe  fert  beaucoup  de  cette  façon  d’in- 
diquer les  produits , parce  qu’elle  donne 
à connoître  fur  le  champ  de  quels  faélieufs 
iis  font  compofés. 

,271. 

Mais  pour  montrer  comment  on  doit  s’y 
prendre  pour  faire  une  multiplication  ef- 
feéHve , nous  remarquerons  d’abord  que 
pour  multiplier , par  exemple , une  formule 
comme  a — b-^c  par  2 , on  en  multiplie 
chaque  terme  féparément  par  ce  nombre , 
de  forte  qu’on  obtient 
^ 2Æ — lb-\-^C. 

Or  la  même  chofe  a lieu  pour  tous  les 
autres  nombres.  Si  c’étoit  par  d qu’il  fallût  _ 
multiplier  la  même  formule  , on  obtien- 
droit 

ad  — bd-^çd. 
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272. 

Nous  avons  fuppofé  tout-à-l’heure  que 
d étoit  un  nombre  pofitif  j mais  fi  c’eft  par 
un  nombre  négatif  comme  — e , que  la 
multiplication  doit  fe  faire , il  faut  fe  rap- 
peller  la  réglé  que  nous  avons  donnée  plus 
haut , que  deux  fignes  contraires  multipliés 
enfemble  font — , & que  Aux  fignes  égaux 
donnent  -f-*  aura  donc: 

— ae-^be  — ce, 

273. 

Pour  faire  voir  à préfent  comment  une 
formule , comme  A , qu’elle  foit  fimple  ou 
complexe , doit  être  multipliée  par  une 
formule  complexe  d — e y nous  confidé^ 
rons  d’abord  un  exemple  en  nombres  or- 
dinaires , en  fuppofant  que  A doive  être 
multiplié  par  7 — 3.  Or  il  eft  évident  que 
c’efi:  ici  le  quadruple  de  A qu’on  demande  ; 
car  fi  l’on  prend  d’abord  A fept  fois  , il  fau- 
dra fouftraire  enfuite  A pris  trois  fois, 

- i 
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En  général  donc  s’il  s’agit  de  multiplier 
par  d — e,  on  multipliera  la  formule  A 
d’abord  par  d & enfuite  par  ^ & on  fouf- 
traira  ce  dernier  produit  du  premier  j d’où 
réfulte  dA — eA, 

Suppofons  maintenant  A=a — b , & que 
c’eft,  cette  quantité-ci  qu’il  faut  multiplier 
par  d — e } nous  aurons 

dA=,ad — hd 
. eA  = ae — be^ 

donc  le  prod.  cherc.  =ad — bd — ae-^be. 

274. 

Puifque  nous  connoiffons  donc  le  pro- 
duit {a — b'),{d — e)  , & qué  nous  n’atons 
pas  lieu  de  douter  de  fa  juftefle , nous  nous 
remettrons  le  même  exemple  de  multipli- 
cation fous  les  yeux  , fous  la  forme  que 
voici  ; 


a — b 
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Il  nous  fait  voir  qu’il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  la  formule  fupérieure  par  chaque 
terme  de  la  formule  inférieure , & que  pour 
ce  qui  regarde  les  lignes  il  faut  obferver 
ftriéfement  la  réglé  donnée  plus  haut  j réglé 
qui  fe  confirmeroit  par-là  entièrement,  fi 
elle  avoit  pu  être  révoquée  en  doute  le 
moins  du  monde.  - ; 

^75- 

» 

Il  fera  facile , d’après  cette  réglé , de 
calculer  l’exemple  fuivant , qui  eft  de  mul- 
tiplier par  a — b: 
a+b 
a — b 

• J 

aa-\-ab 

■ — ab  — bb  ‘ • 

le  produit  fera  = aa — b b, 

{ 

276. 

On  fait  qu’on  peut  ûibfiituer  pour  a Sl  b 
des  nombres  déterminés  à volonté  j ainfi 
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l’exemple  que  nous  venons  de  donner, 
renferme  le  principe  que  voici  : le  produit 
, de  la  fomme  de  deux  nombres  multipliée 
par  leur  différence  eft  égal  à la  différence 
des  quarrés  de  ces  nombres.  On  peut  ex- 
primer cette  vérité  en  cette  maniéré: 
(a-^b')x{a — b')=.aa  — b b. 

Et  on  en  conclut  cette  autre  vérité  : que 
la  différence  de  deux  nombres  quarrés  efl: 
toujours  un  produit,  & divifible  tant  par 
■ la  fomme  que  par  la  différence  des  racines 
de  ces  deux  quarrés  ; & que  par  confé- 
quent  la  différence  de  deux  quarrés  ne 
peut  jamais  être  un  nombre  premier. 


277- 

Calculons  encore  quelques  autres  exem- 
ples : 

I.)  la — 3 ll.),\aa — 6a-^^ 

2£Z— j— 3 


laa — 3a 


8æ^“~i  laa-^iSa 
-j-l  laa — i8fl-f-27 


iaa-\^  a — 5. 


Sa’+i?. 
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III.)  ^aa — ial>  — ùl> 

la — 4^ 

6a’ — 4aaù — 

I zaaé—j — %abb~\^j^h^ 

6a^ — i6aa^-|-6a<&^-|-4^’ , 


IV.)  aa-\-iab  -^ibb 
aa — lab  ~^ibb 

a j— 2a^  b-^iaabb 
— 'la^b — j^aabb — 4a^’ 

-|-2aa^^-|-4a^’ -|-4^^ 

a^— 4^*  • 


y.)  laa — 3a^  — ^bb 
'^aa — lab  -^bb 

6a* — ^a^b  —\iaabb 

— 4a’ ^ --|-6aa^^-[-8a^’, 

~|-2aa^^ — 3a^’ — -4^^ 

6 a* — 13a’  b — j^aabb-\-  ^ab'^  — 4^  * , 

VI.) 
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V I.) 

aa-\-bb  -\-cc—ab-~ac—bc 
ci-^b  “j~c 

a ^ ■\-abb-\-acc—aab~aac-abc 

—abb—acc-\-aab-\-aac-abc  -\-b  ’ •\-bcc-4>bc 

—abc  -bcc-\-bbcA^c^ 

278. 

Lorfqu’on  a plus  de  deux  formules  à 
multiplier  enfemble , on  comprendra  fans 
doute  qu’après  en  avoir  multiplié  deux  l’une 
par  l’autre  , il  faut'enfuite  multiplier  ce 
produit  par  une  de  celles  qui  relient,  & 
ainfi  de  fuite  j & qu’il  ell  indifférent  quel 
ordre  on  fuive  dans  ces  multiplications. 
Qu’on  fe  propofe  , par  exemple , de  trou- 
ver la  valeur  du  produit  fuivant  compofé 
de  quatre  faéleurs  : 

I.  I I.  IIL  IV. 

(a-|-^)  {aa-\-ab-^bb)<{a — b)  (aa — ab-X-bb)^ 
Tome  L O 
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on  multipliera  d’abord  les  faveurs  I & II: 

I I.  aa-^ab-^bb 
I.  a~^b 

a}  -^aab'-^abb 

+ aab-]^abb~]^b'^ 

I.II.a’  + xaab-^xabb-^b'^ . 

Après  cela  on  multipliera  les  faèleurs 

III  & IV: 

IV.  aa — ab-^bb 

III.  a— b 

a’ — aab-^abb 
— aab-]^abb — b^ 

III.  IV.  a“  — iaab~Y-^abb — b^ . 

Il  refte  donc  à multiplier  le  premier  pro- 
duit I , II , par  ce  fécond  produit  III , IV  : 
-{-inab-^-tabb-^-b^  I.  IL 
fl’ — iaab-\-‘7.abb — b^  III.  IV. 

b-\-ia‘' bb-\-à}  b^ 

—xa^ b—j\a* bb—j^a?  h'  —xaab* 

-j-ifl^i>^-J-jj.fl’  b\  -\-j^aab* •\-xab^ 

— d}  b^  —xaab* — xab^ — b^ 

a^-bK 

Et  ceci  cft  le  produit  cherché. 
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279. 

Reprenons  le  même  exemple,  mais  chan« 
geons-en  l’ordre , en  multipliant  d’abord 
les  formules  I III , & enfuite  les  formu- 
les II  & IV: 

I.  a-\-b 
III.  a— b 

CLÛ-^üb  ' 

——‘Q,b — bb  , 

/ ' — f 

I.  III.  — bb. 


1 1.  aa"-\-ab  -]^bb 
IV.  aa — ab  -^bb 

a* -^a'^  h-]^aabb 
• — b — aabb — ab^ 

'■^aabh-^ab^ -]^b^ 

W.,Y^  ,zz=.a*-\‘aabb-^b\ 


O i; 
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Multipliant  enfin  ces  deux  produits  I,  III 
&II,  IV: 

IL  IV.  ^^+aabb-\-b‘^ 

I,  III.  :=aa — bb  ' 

a^-^a*  bb-\-aab* 

— a*bb — aab* — b* 

on  a — b^ , 

qui  eft  le  produit  cherché. 

280. 

Nous  ferons  ce  calcul  encore  dans  un 
autre  ordre,  en  multipliant  d’abord  la  I.® 
formule  par  la  IV.® , & enfuite  la  II.®  par 
la  III.® 

IV.  aa — ab  •^bb 

I.  a-\-b 

— aab-^abb 
•^aab — abb^b  ’ 

I.  IV.  = 
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J ^ 

^ I !•  cui-^clB  — J— 

III. 

a ’ -j^aab-\-abl> 

— aab — abb — b ’ 

II.  III.  =^a^—b\ 

Il  celle  à multiplier  les  produits  I,  ly 
& II,  III. 

I.  IV.  = a^+b^ 

II.  III.  = a^—b^ 

• -^a^b  ^—b^ 

& l’on  trouve  encore  a® — 

281. 

Il  efl:  à propos  d’éclaircir  cet  exemple 
par  une  application  numérique.  Faifons 
fl==3  & h=.\  y nous  aurons  a-("^=5  ^ 
a — b=.\  ; de  plus , czæ=9  , ahz=6 , hbz=.^ 
Donc  aa-\-ab-\-bb=:.  1 9 & aa — 

Donc  on  demande  le  produit  de  5.19.1.751^ 
qui  eH:  665. 

O iij 
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^ Or  a^z=.jz()  & par  corif^- 

quent  le  produit  cherché  — h^=z66')  , ; 
comme  nous  venons  de  le  dire.  > 


CHAPITRE  IV. 

r » 

De  la  Divijion  des  Quantités  complexes. 


282. 

C^  UAND  on  .ne  veut  qu’indiquer  la  di- 
vilicn  , on  lé  lért  ou  de  la  marque  ordi- 
nairé  des  frayions , qui  eft  d’écrire  le  dé- 
nominateur  fous  le  numérateur,  & en  les 
réparant  par  un  trait  j ou  bien  de  deux 
crochets  qui  renferment  chaque  formule , 
& en  mettant  deux  points  entre  le  divi- 
feur  & le  dividende.  S’il  eft  queftion  , par 
' Exemple,  de  divifer  a-\-h  par  on 

indique  le  quotient  ainlî , > hjtvant  la 

prerniere  maniéré  ; & de  cette  façon,  ' 
) : {c-\~d) , fuivant  la  fécondé.  L’une 
ik  l’autre  exprcfiion  fe  prononce  a^è 
divifé  par  c^d. 
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S’il  s’agît  de  divifer  une  formule  corn- 
pofée  par  une  formule  fimple  , on  divife 
chaque  terme  féparément.  Par  exemple  : 

6a — 8^-|-4c  divifé  par  2 fait  3a — j\b-\-icy 
& {aa — iab):{a')  — a — ib.  De  même 
(la’  — laab-^-‘^abby.(a')zz::zaa — iab-\~'^bb  ; 
(^j^aab—6aac-\-^abcy.(^id)zz=.iab~'^ac-^4bc} 
{()aabc—l  zc/'Z’C+1 5 abcc):{'^abc)=i  a— 4^ + 5 c 
Scc. 

184. 


S’il  arrive  qu’un  des  termes  du  dividende 
ne  füit  pas  divifible  par  le  divifcur*,  on  in- 
dique le  quotient  par  une  fratHon  , comme 
clans  la  divifion  de  a-\-b  par  a , qui  donne 
De  même 

{aa---ab-]-bb):(aa)z=i  — ^--\^^^,  . 

Par  la  même  raifon  , fi  l’on  divife 
par  2,  on  obtient  ^ ' 

marquer  à cette  occafion  qu’on  pourroit 
écrire  - b im  lieu  de  ^ , parce  que  - fois  b 

m m 

O iv 


I 
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eft  autant  que  Pareillement  ^eft  autant 
que  i i 

285. 

Mais  quand  le  divifeur  eft  lui-même  une  ■ 
quantité  complexe  , la  divifion  a plus  de 
difficultés.  Souvent  elle  a lieu  où  on  s’en 
doute  le  moins  j mais  lorfqu’elle  ne  peut 
fe  faire , il  faut  fe  contenter  d’indiquer  le 
quotient  par  une  fraéHon , de  la  maniéré 
que  nous  avons  dit.  Nous  commencerons 
par  confidérer  quelques  cas  où  la  divifion 
elIeéHve  réuffit. 

286.  : 

Suppofons  qu’il  s’agiffie  de  divifer  le  di- 
vidende ac — bc  par  le  divifeur  a — il 
faut  donc  que  le  quotient  foit  tel  qu’étant 
multiplié  par  le  divifeur  a— b , on  obtienne 
le  dividende  ac — bc.  Or  on  voit  aifément 
que  ce  quotient  doit  renfermer  un  c , puif-  ^ 
que  fans  cela  on  ne  pourroit  obtenir  ac. 
Afin  donc  de  voir  fi  ç eft  le  quotient  entier^ 
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on  n’a  qu’à  le  multiplier  par  le  divifeur, 
& voir  fi  cette  multiplication  produit  le 
dividende  en. entier,  ou  fi  elle  n’en  donne 
qu’une  partie.  Dans  notre  cas , fi  nous  mul- 
tiplions a — b par  c , nous  avons  ac — bc  qui 
eft  en  effet  le  dividende  même  ; de  forte 
que  c eft  le  quotient  complet.  Il  n’eft  pas 
moins  clair  que 

{aa+ab):(a-\-b)=a  i {^aa-^iab):(j^a—ib)— a i 
(jSaa — ^ab):{xa — '^b')~^a , &c. 

287. 

On  ne  peut  manquer  de  cette  maniéré 
de  trouver  une  partie  du  quotient  ; fi  donc 
ce  qu’on  a vu  multiplié  par  le  divifeur, 
n’épuife  pas  encore  le  dividende , on  n’a 
qu’à  divifer  le  réfidu  encore  par  le  divifeur , 
pour  obtenir  une  fécondé  partie  du  quo- 
tient ; & l’on  continuera  de  la  même  ma- 
niéré jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  le  quotient 
èn  entier. 

Divifons , afin  de  donner  un  exemple , 
iia'^-iab’^  ïbb  par  a'-\-b , il  eft  clair  en 
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premier  lieu  que  le  quotient  contiendra  le 
terme  a , puiique , fi  cela  n’étoit  pas , on 
n’obtiendroit  point  aa.  Or  en  multipliant  le 
divifeur  a-\-h  par  a , il  provient  aa-\-aî>  ; 
laquelle  quantité  étant  fouftraite  du  divi- 
dende, lailTe  un  refte  lab-^ihb.  Ce  relie, 
il  faut  aufii  le  divifer  par  a-\-b  ; & il  faute 
aux  yeux  que  le  quotient  de  cette  divifion 
doit  contenir  le  terme  rb.  Or  ib  multiplié 
par  iz-|-^,fait  exaélement  zab-^ibb  ; par 
conféquent  a-\-ib  eft  ce  quotient  cherché 
qui,  multiplié  par  le  divifeur  doit 

produire  le  dividende  aa-\-'^ab-\-ibb.  Voici 
toute  l’opération  : ' : ' 

a~^h)aa-^^ab-^zbb(a-]^ib  ,,  . ^ 

aa-{-  ab  . • 

-^lab-^lbb 

-^lab-^ibb  ■ ' • . 

• \ P.  ■■  — - ' î ' * . , 

O*  * • . ' * 

288.  - 0 • 

On  fe  facilite  cette  opération  en  faifant 
choix  d’un  des  termes  du  divifeur  pour 
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\ 

récrire  le  premier , & pour  ranger  enfuite 
les  termes  du  dividende , en  commençant 
par  les  plus  hautes  puiflances  de  ce  premier 
terme  du  divifeur.  Ce  terme  étoit  a dans 
l’exemple  précédent.  Les  exemples  fuivans 
rendront  la  chofe  encore  plus  claire  : 

a — b')a} — '^aab-^'^abb  — P{aa — lab-^bb 

P — aab 
— xaab-^T^abb 

— iaah-^2.ahb  < 

~^abb — b^ 

-\-abb-P 

O.  ♦ 


G'~\-b')  aa — bb  (a — b 
aa^ab 

— ab — bb 
— ab — bb 

O. 
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3a — iB)  \%axi — 

/ i%aa — ixab 

•“|“i  2,cib — %bb 
-}-i  lab — %bb 

O. 


aJ^b)  (aa — ab-^bb 

a^-\~aab 

— aab~^P 
— aab — abb 

+abb-\^b^ 

\-abb\-b^ 

O. 


la — b^  8a^ — P (^j\aa-^iab-^bb 
Sa^ — ■4aab 

-^4aab — P 
-^4aab — lahh 

J^^abb—P 
-^labb — P 
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aa — "lab-^bb')  câ — -\-6aabb — 
aa — lab-^bh)  — ia}b^  aabb 

— ic^bA^<;^aabb — j^ab^ 

— ic^b~^^aabb — -laP 


-|-  aabb — lab^-^b^ 
-[-  aabb — laP-^b^ 


aa — lab-^r^bb')  câ-\-j^aabb-\-i6b^ 
aa-\-iab+/^bb')  — ra^b  +^aabb 


+iaH  -\-i6b^ 

+lc^b  — ^aabb-\-%aP 

/^aabb—'^ab’^ 
•^j^aabb — %ab^-{-i6b^ 

O. 


aa—iab+ibb)  c^-Y^b^ 
aa+xab-\-ibb)  a^-ia^b-^iaabb 


•^ic^b—iaabb+j^b^ 

■\-ia?b—^aabb-\‘/^aP 

+iaabb-~j^aP-{-j^b^ 
, +iaabb—^aP+j\P 
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I — 2.V+.Vjr)  I — 5 JC+ 1 OXX—  I OAT^+  5 
l-'^x-\-^xx-x^^  l—ix-\-xx 

-lx-\-<^xx—  I oa:^ 

— 3a:+6;i:;i; — "^x^ 

+3a;a:—  ’Jx^-\-<^x^ 

+3ArAT—  6x^-\~ix^ 

— x^-i-lx^—x^ 

— X^+lX^—X^ 

0. 

CHAPITRE  V. 

De  la  Réfolution  des  Frayions  en  des  fuites 
infinies  (*), 

289. 

C^UAND  le  dividende  n’eft  pas  divilible 
par  le  divifeur,  le  quotient  s’exprime, 
comme  nous  l’avons  déjà  dit  , par  une 
fraftion. 

(*)  La  théorie  des /eriet  eft  une  des  plus  importantes  de 
toutes  les  Mathématiques,  Les  fériés  dont  il  elt  queftioq 
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C’eft  ainfi  que  fi  l’on  doit  divifer  i par 
I — a , on  obtient  la  fraftion  ~ . Cela  n’em- 
pêche  pas  cependant  qu’on  ne  puilTe  len- 
treprendre  la  divifion  fuivant  les  réglés  que 
nous  avons  données , & qu’on  ne  puiffe  la 
• continuer  auffi  loin  qu’on  veut.  On  ne  laif- 
fera  pas  de  trouver  le  vrai  quotient , quoi- 
que fous  des  formes  différentes. 

290. 

Pour  le  prouver , divifons  réellement  lé 
dividende  i par  le  divifeur  i — a , comme 
on  va  voir: 

dans  ce  chapitre  , ont  été  trouvées  par  Mircator  au  milieu  * 

du  fiecle  pafle  , & Newton  trouva  bientôt  après  celles 
qui  dérivent  de  l’extraélion  des  racines , & dont  il  fera 
queftion  au  chapitre  xii.  Cette  théorie  a reçu  enfuitc  uii 
nouveau  degré  de  perfeélion  de  plufieurs  autres  Geo-  1 

métrés  diftingucs.  Les  Œuvres  de  Jacques  BernoulU  & 
la  fécondé  partie  du  Calcul  différentiel  de  M.  Euler,  font 
les  ouvrages  oii  l’on  pourra  le  mieux  s’inflruire  far  ces 
matières.  On  trouvera  auffi  dans  les  Mémoires  de  Berlin 
pour  1768  , une  nouvelle  méthode  de  M.  de  la  Grange 
pour  réfoudre , par  le  moyen  des  fuites  infinies  , toutes 
les  équations  littérales  de  quelque  degré  qu’elles  foient. 


I 
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i_a)  I (i-|--^ou  l—a)  I 

— ^ I — a — |—  I — d 

réfidu  -\-a.  ‘-\-a 

-\-a  — aa 

réfidu  -|-aa. 

Pour  trouver  encore  un  plus  grand  nom- 
bre de  formes,  on  n’a  qu’à  continuer  en 
divifant  a a par  i — ai 

3 4 

I — a)aa(aa-l~—  enfuite  i — a)a^ 

i-a  i-a 


aa~a 


+a 


d}-à^ 


& puis  I — a)  (a^  -{- 


-+-a^ 

4 I a^ 
i-a 


— &c« 

291. 

Nous  voyons  par  là  que  la  fraéHon  — j- 
peut  fe  mettre  fous  toutes  les  formes  qui 
fuivent  : 

!•)  i+T^i  » > 

III.) 
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Or  en  confidérant  la  première  de  ces 
formules , qui  eft  i , & en  faifant 

attention  que  i eft  autant  que  ~ , nous 
avons 

« t-a  I a T-jf-t-tf I 

l-a  1 -a  1 I— a i-a  I — a* 

Si  on  fuit  le  même  procédé  pour  la  fé- 
condé formule  c’eft-à-direque 

l’on  réduife  la  partie  des  entiers  i-{-a  au 
même  dénominateur  i — a , on  aura  — - , à 

• /*  • i ad  i—aa4-ûd 

quoi  11  l on  ajoute  — - on  aura  > 

c’eft-à-dire 

1 —il 

Dans  la  3®.  formule  i-\-a-\-aa-^  — , 
les  entiers,  réduits  au  dénominateur  i — ,7, 

I —o} 

font  — — ; & fi  on  y ajoute  la  fraélion 
a} 

— on  a -1-  ; donc  toutes  ces  formules 

a \~af~ 

Tome  /, 


P 
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font  en  effet  égales  en  valeur  à la  fraélion 

propofée—. 

292. 

Cela  étant  on  pourra  aller  plus  loin  & 
aufli  loin  qu’on  voudra , fans  avoir  befoin 
de  calculer  davantage.  On  aura  donc 

4-  : OU  bien  on  pourroit  continuer 

' I -a  • 

encore,  & même  fans  jamais  finir.  C’eft  , , 
pourquoi  l’on  peut  dire  que  la  fraftion  pro- 
pofée  a été  réfolue  en  une  fuite  infinie, 
laquelle  eft , ~|-a‘ 

&c.  à 

l’infini.  Et  on  eft  très-fondé  à foutenir  que 
la  valeur  de  cette  férié  infinie  eft  la  même 
que  celle  de  la  fraélion 

293. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut,  au 
premier  abord , paroître  étonnant  j mais  la 
çonfidération  de  quelques  cas  particuliers 
le  fera  comprendre  aifément. 
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Suji^ofons  premièrement  c=i  ; notre 
fuite  deviendra  > 

ôic.  jufqu’à  rinfini.’  La  fraftion  , à la- 
quelle elle  doit  être  égale , devient  z’y 
nous  avons  remarqué  plus  haut  que  \ eft 
un  nombre  infiniment  grand  ; cela  fe  con- 
firme donc  ici  d’une  maniéré  élégante. 

Mais  fi  l’on  fuppofe  a-=.i^  notre  fuite 
devient  — ; l’-j— 2 — |— ^~|~3  ^ ^ 

&:c.  à l’infini,  & fa  valeur  doit  être  , 
c’efl- à-dire  .—=—1  j ce  qui  au  premier 
coup  d’œil  femblera  abfurde.  Mais  il  faut 
remarquer  que  fi  l’on  veut  s’arrêter  à quel- 
que terme  de  la  férié  fufdite , on  ne  doit  le 
faire  qu’en  joignant  la  fraêHon  qui  refie, 
Suppofons , par  exemple  , que  nous  vou- 
lions nous  arrêter  à 64  , il  faudra , après 
avoir  écrit  i-j-2-|-4-{-8-|-i6-|-32-]-64 , 
joindre  la  fraêlion  ~ ou  ou  — 128  ; on 
aura  donc  127 — 128,  c’efl-à-dire  en. effet 

■ — I. 

Que  fi  on  continuoit  fans  ceffe  la  fuite , 

P ij 


. . U 

C ’ 

i h'- 


l 
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il  ne  feroit  à la  vérité  plus  queftion  de 
la  fraélion  , mais  aufli  on  ne  s’arrêteroit 
jamais. 

294. 

Voilà  donc  des  confidérations  néceffaî- 
res , quand  on  prend  pour  a des  nombres 
plus  grands  que  Tunité.  Mais  fi  l’on  fuppolè 
a plus  petit  que  i , tout  devient  plus  facile 
à concevoir. 

Soit,  par  exemple,  on  aura— 

I I 

= = ir=2 , ce  qui  fera  égal  à la  férié 

fuivante:  144+14-14-^^4-2 
&c.  à l’infini.  Or  fi  l’on  prend  deux  termes 
feulement  de  cette  fuite , on  a i + ^ & 
il  s’en  faut  de  1 quelle  ne  foit  égale  à— = 2. 
Si  on  prend  trois  termes  , il  s’en  faut  en- 
core de  1 : car  la  fomme  eft  i 7 . Si  l’on 
prend  quatre  termes  on  a 1 1 , & il  ne  man- 
que plus  que  g-.  On  voit  donc  que  plus 
on  prend  de  termes , & plus  la  différence 
devient  petite  , & que  par  conféquent  û 
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on  continue  à l’infini , il  n’y  aura  plus  de 
différence  du  tout  entre  la  fomme  de  la 
fuite  & la  valeur  i de  la  fraéUon  r-^- . 

l — tf 

295. 

ï 

Soit  a=-  ; notre  fraftion  -fera=:T  r ^ 

= J :=  , à quoi  fe  réduit  par  conféquent  '' 

la  fuite  i+|-+j+,^+8i+^,  &c.  juf- 
qu’à  l’infini. 

Quand  on  prend  deux  termes  on  a i j , 

& il  manque^.  Si  vous  prenez  trois  ter- 
mes , vous  avez  i - , & il  manquera  en- 
core^. Prenez  quatre  termes,  vous  au- 
rez 1 ^ , & la  différence  eft  ^ . Puis  donc 
que  l’erreur  devient  toujours  trois  fois 
moindre  , il  faut  bien  qu’à  la  fin  elle  s’évà- 
nouiffe.  • '• 

296. 

T 

Suppofons  j nous  aurons  ~ = 713 
= 5 , & la  fuite 

&c.  jufqu’à  l’infini.  Prenant  d’abord  i - , 

P iij 
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l’erreur  eft  i ; prenant  trois  termes , qui 
font  2^,  l’erreur  eft  de^j  prenant  quatre 
termes  on  a & l’erreur  eft  encore 

297. 

. , l_ 

Si  a—2f  la  fraflion  eft  = 

^ 4 4 * 

■&  la  fuite  devient  i + + 

6t  c.  Les  deux  premiers  termes  faifant  > 

produiront  ^ d’erreur  5 & prenant  un  ter- 
me de  plus  on  a c’eft-à-dire  feule- 
ment d’erreur. 

<40 

298. 

' On  pourra  de  là  même  maniéré  réfoudre 
en  férié  infinie  la  fraéHon  — , en  divifant 
réellement  le  numérateur  i par  le  déno- 
minateur i+a,  comme  on  va  voir: 
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I -|-a)  I ( 1 — CL  -\-aa  — a’  -{-a* 

l-|-a 


— a 

—CL- 

—aa 

V , — ci'  , &C. 

d'où  il  fuit  que  la  fra6Hon  eft  égale  à 
la  fuite, 

I — a -|-cia  — a}  — ci' 


299. 

Si  l’on  pofe  ^=1',  011  a cette  cotnpa- 

raifon  remarquable  : ' - ' 

_1_  =^  = i — i-j-i — i+i — 5 
_&c.  à l’infini.  On  y trouvera  quelque  clidfe 

de  convadiéloire  ; car  fi  on  s’arrête  à — 1> 

P iv 


Bigilized  by  Googl 


lyt  E L È M E N s 

la  lerie  donne  o ; & fi  on  finit  par  -{-i  t 
elle  donne  i.  Mais  c’efl-là  précifément  ce 
qui  tranche  le  nœud  ; car  puifqu’on  doit 
continuer  jufqu’à  l’infini  fans  s’arrêter  jamais 
ni  à — I , ni  à 1 , il  ell  clair  que  la 
fomme  ne  peut  être  ni  o ni  i , & qu’il  faut 
que  ce  réfultat  final  tienne^un  milieu  entre 
ces  deux,  & qu’il  foit 

300. 

Faifons  à préfent  notre  fraêHon 

^ I 

fera  7+ï  = \ > laquelle  doit  donc  exprimer 
là  valeur  de  la  férié  i — [ 7 — — 

a I 4 8 ' i6  31 

&c.  à l’infini.  Si  l’on  ne  prend  de 
cette  férié  que  les  deux  premiers  termes, 
on  a ^ , ce  qui  efl  trop  peu  de  ^ . Si  l’on 
.^prend  trois  termes , on  a ce  qui  efl  trop 
de  Si  l’on  prend  quatre  termes,  on  a 
ce  qui  efl  trop  peu  de^,  &c. 


» 

i 

1 
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301. 

Suppofons  encore  a=^  ; notre  fra6lion 

I 

fera  = T+L  — ^ ^ 

réduire  la  férié  i— j + ^ — r7  + i“4 
4-  — , &c.  à l’infini.  Or  en  corifidérant 
feulement  deux  termes  on  a j , c’eft  trop 
peu  de  Trois  termes  font^,  c’eft  trop 

i 

de^^.  Quatre  termes  font^,  c’eft  trop  peu 
de  , & ainfi  de  fuite, 

302. 

La  fraélion  peut  fe  réfoudre  encore 
d’une  autre  maniéré  ; favoir  en  divifant  i 
par  ii+i , comme  il  fuit; 


r 


f 
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Par  conféquent  notre  fraftion^^  eft  éga- 
le à la  fuite  infinie  ^ ^ -j — \ \ +~î 

— — , &c.  Qu’on  fafle  a=i , on  aura  U 


■ \ 


Dii,i  ^ J by  Gudj^i  J 
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lerie  i — i + i — i + i — 1>  Szc.  , 
comme  ci-defius.  Et  iî  l’on  Tuppofe 
on  aura  la  férié  ^ 1 “ fô  -rTi  ' 


64 


&c.=~. 


303 


Ceft  d’une  maniéré  femblable  qu’on 
pourra  réfoudre  généralement  en  une  fuite 
infinie  la  fraéfion  7^^ , on  aura 

(c  bc  , bbc  b^c 

-,  &C. 

a aa  a}  or 

c+^c 


— bc 


— bc  — bbc 
a aa 


•\-bbc 

aa 

•\~bbc  -\-b^c 


aa 


— b^ 


— b^C  -rb^C 


; 


Digitized  by  Coog[e 


2^6 


E L É M.  E N s 


d^où  l’on  voit  qu’on  peut  comparer  avec 


P 


la  férié  ^ î &c.  jufqu’à  l’in- 

^ CL 

fini. 

Soit  û=2,  ^=4,  c=z-^,  nous  aurons 

4+î  6 r ~“i  3 i J &c» 

Soit  cr=:io,  b=i  & c=i  1,  nous  avons 


# 

«4-^  ' 


It 

' X04-I  ' 


II 


II 

100  ’ 


•f 


II 


1000 


loooo 


&c. 


Si  l’on  ne  confidere  qu’un  feul  terme  de 
cette  fuite , on  a ^ , ce  qui  eft  trop  de  j 
fi  on  prend  deux  termes , on  a ^ , c’eft  trop 
peu  de  ^ J fi  on  prend  trois  termes , on  a 
~ , c’eft  trop  de  ~ , &c.  m 


304. 

Quand  il  y a plus  de  deux  termes  dans 
le  divifeur , on  peut  également  continuer 
la  divifîon  jufqu’à  l’infini , de  la  même  ma- 
niéré. 

C’eft  ainfi  que  fi  on  propofoit  la  frafHon 
^uitc  infinie  à laquelle  elle  eft: 
égale , fe  trouveroit  comme  il  fuit  ; 
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I— I (i  + <z— + + &C. 

I— a+aa 
-}*a  — aa 
+a  — aa+a* 

— a^4*‘*^— 

— a‘'-j-a' 

' +a^ 

+a'^-a7+a* 

+a’-a® 

+a^-a®+a-» 

Nous  avons  donc  l’équation  73^=1 
-j-a  — — a’ — a‘®,  8cc. 

fans  fin.  Si  nous  faifons  ici  a = i , nous 
avons  i = i-|-i  — i~i-}-i-|-*i — I — I 
+ 1 + 1 , &c.  laquelle  férié  contient  deux 
fois  la  férié  trouvée  plus  haut  i — i-j-i  — i 
, &c.  or  comme  nous  avons  trouvé 
celle-ci  =\,  iln’eftpas  étonnant  que  nous 
trouvions  7 ou  i pour  la  valeur  de  celle 
que  nous  venons  de  déterminer. 
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Qu’on 'faiïe  a = on  aura  l’équatioiî 
4 ,iî.  i JL_l_*  j__L  ’ 

7— ”8  “-i6"r^~rizs  ^ 


4 

&C. 


51Î  > 


Qu’on  fuppofe  a—~^  on  aura  l’équa- 
tion 7 "2  — I-4--  — — — r^-4-  — , &TC 
7 I 3 ^7  81  “7^9 

Si  on  prend  les  quatre  premiers  termes  de 
cette  fuite , on  a , qui  n’eft  que  de 
moins  que  ^ . 

Suppofons  encore  nous  aurons 

^ = 7 = ‘ + - — - — s + ê.  &c.  il  finit 
donc  que  cette  fuite  foit  égale  à la  pré- 
cédente J & füudrayant  l’une  de  l’autre , 
il  faut  que  o — '-  — ~ — &c.  Ces 

quatre  termes  ajoutés  enfemblc  font — 


305. 

La  méthode  que  nous  avons  expofée  fert 
à réfoudre  généralement  toutes  les  fractions 
en  fuites  infinies , & par  là  elle  eil  fouvent 
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de  la  plus  grande  utilité.  De  plus  il  cft  très- 
remarquable  d’ailleurs  qu’une  férié  infinie , 
quoiqu’elle  ne  ceflfe  jamais , puifle  avoir 
une  valeur  déterminée.  Auffi  a-t-on  tiré  de 
ce  fonds  les  inventions  les  plus  importantes, 
& cette  matière  mérite  d’autant  plus , qu’on 
l’étudie  avec  toute  l’attention  poflible. 


CHAPITRE  VI. 

Des  Quarrés  des  Quantités  complexes^ 

■ 306. 

C^UAND  il  s’agit  de  trouver  le  quarré 
d’une  grandeur  complexe , on  n’a  qu’à  la 
multiplier  par  elle-même , le  produit  fera 
le  quarré  qu’on  cherche. 

Par  exemple , le  quarré  de  fe  trouve 
de  la  maniéré  fuivante  ; 


a- 

V^b 

a- 

-b 

aa~ 

-ab 

- 

-ab-^bb 

aa-\-zab-^bb. 
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3°7- 

Ainfi  quand  la  racine  confîfle  en  deux 
termes  ajoutés  enfemble , comme  a-\-b  y 
le  quarré  renferme  , i°.  les  quarrés  de  Tutt 
& de  l’autre  terme , favoir  aa^bb  ; 2°.  le 
double  du  produit  des  deux,  favoir  zab. 
De  forte  que  la  fomme  aa-\-iab-\-bb 
ell  le  quarré  de  a-^b.  Soit,  par  exemple^ 
& ^=3  , c’eft-à  dire  qu’il  foit  ques- 
tion de  trouver  le  quarré  de  1 3 , on  aura 
ioo4-do-|-9  ou  169. 

308. 

On  trouvera  facilement , par  le  Secours 
de  cette  formule , les  quarrés  d’affez  grands 
nombres , en  les  partageant  en  deux  parties. 
Pour  trouver , par  exemple  , le  quarré  de 
57,  on  confidérera  que  ce  nombre  eft 
=50-j-7  j d’où  l’on  conclut  que  Son  quarré 
ed  = 2500-j-7oo-j-49=3 

309. 

On  voit  auflî  par  là  que  le  quarré  de 
a-\-i  Sera  : or  puifque  le  quarré 

de 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B R El  I41 

de  a eiï  aa , on  trouve  donc  le  qiiarré  de 
a-\-i  en  ajoutant  à celui-là  la-j-i  ; & il  faut 
remarquer  que  ce  za-\-\  efl  la  fomme  des 
deux  racines  a & a-|-i. 

Ainfi  comme  le  quarré  de  10  eft  100, 
celui  de  1 1 fera  1 00  -|-  2 1 . Le  quarré  de 
57  étant  3 249  , celui  de  58  ell  3 249~-[-i  i ç 
= 3364.  Le  quarré  de  59=1:3364-1-1 17 
= 3481  ; le  quarré  de  6o=348i-j-i  19 
= 3600,  &c. 

310. 

Le  quarré  d’une  quantité  complexe 
comme  s’indique  de  cette  façon: 

On  a donc  ^ £ZtZ— j — 2.Clh 

-\-bb , d’où  l’on  déduit  les  équations  fui- 
vantes  : 

aa-l-2a-f  I ; (a-1-2)*— ira-f-4a-f 4 ; 
(a-t-3)*=Æfl-|-6a4-9  i (a-|-4)^=a£Z-t-8a-i-i6  j 
&c. 

311. 

Si  la  racine  eft  a — b , le  quarré  en  eft 
aa — ^ qui  renferme  par  conféquenr 
Toms  /,  Q 
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auffi  le  quarré  des  deux  termes  , mais  en 
ibrte  qu’il  faut  en  ôter  le  double  du  produit 
de  ces  deux  termes. 

Soit , par  exemple  , a—io  & b=.i  ,‘le 
quarré  de  9 fe  trouvera  —100  — io-|”i 
= 81. 

312. 

Puifque  nous  avons  l’équation  (a — hy 
■jzzzaa — xab-\-bb^  nous  aurons  (a — 1)* 
=aa — la-j-i.  Le  quarré  de  a — i fe  trouve 
donc  en  fouflrayant  de  aa  la  fomme  des 
deux  racines  a & a — i , favoir  2 a — i. 
Soit,  par  exemple,  on  a ^<1=2500 

& a — 1=49  f donc  49^=2500 — 99 
= 2401. 

, 313- 

Ce  que  nous  avons  dit  peut  auffi  fe  con- 
firmer & s’éclaircir  par  des  fraéfions.  Car 
fi  l’on  prend  pour  racine  ^ -f-  j ( ce  qui  fait 
i)  le  quarré  fera: 

27  + 2^  + Tj  = % > c’eft-à-dire  i . 

I 
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De  plus  le  quarré  de  i — j ^^0 

L-Ui—  i. 

3 I 9 — 36* 


314. 

Lorfque  la  racine  eft  d’un  plus  grand 
nombre  de  termes , la  méthode  de  déter- 
miner le  quarré  eft  la  même.  Voici , par 
exemple  , comment  on  trouve  le  quarré 
de  a-^b-\-c  : 
a-^b  -j-^ 
d — j~^  ' j ' ^ 

aa-^-o-b  '^bc 

‘-^ab  ~^ac~^bb-^bc-^cc 

aa~\-iab  ’-J-  1<3C-|-  bb-^x  bc-\~  c c ; 
on  voit  qu’il  renferme  d’abord  le  quarré  de 
chaque  terme  de  la  racine  , & outre  cela 
les  doubles  produits  de  ces  termes  multi- 
pliés deux  à deux. 


315- 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  par- 
tageons le  nombre  256  en  trois  parties, 

Q n 
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2oo-|-50-|-5  J fon  quarré  fera  donc  com- 
pofé  des  parties  fuivantes  : 


40COO 

256 

2500 

256 

36 

1536 

20000 

I 280 

2400 

512 

600 

65536 

65536,  ce  qui  eft  évidemment  égal  au 
produit  256.256. 

316. 

Quand  quelques  termes  de  la  racine  font 
négatifs , le  quarré  fe  trouve  encore  par  la 
même  réglé  ; mais  il  faut  faire  attention 
quels  lignes  on  doit  donner  aux  doubles 
produits.  Ainfi  le  quarré  de  a — b — c étant 
— lab — iac-\-2.bc , fi  l’on  re- 
préfentoit  donc  le  nombre  256  par  300 
— 40  — 4 , on  auroit 
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Parties  pojltives.  Parties  négatives» 


-{-90000 

1600 

3ZO 

16 


24000 

2400 

26400 


+ 91936 
— 26400 

65536,  quarré  de  256  comme  ci- 

defllis. 


CHAPITRE  VII. 

Z?e  V cxtraBion  des  Racines  appliquée  aux 
Quantités  complexes. 


317. 

S I nous  voulons  donner  une  réglé  furo 
pour  cette  opération,  il  nous  faut  confi- 
dérer  attentivement  le  quarré  de  la  racine 
a+^ , qui  eft  aa-\-iab-^bb , afin  de  voir 
comment  on  peut  réciproquement  parvenir 
à trouver  la  racine  d’un  quarré  donné.  Fai- 
Ibns  donc  les  réflexions  qui  fui  vent. 

Q iij 
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318. 

D’abord  comme  (e  quarré  aa-\-iah-^bh 
efl:  compofé  de  plufieurs  termes , il  eft  cer- 
tain que  la  racine  aufli  renfermera  plus' d’un 
terme  j & que  fi  l’on  écrit  le  quarré  de 
maniéré  que  les  puiflances  d’une  des  lettres  , 
comme  de  a , aillent  toujours  en  diminuant, 
le  premier  terme  fera  le  quarré  du  premier 
terme  de  la  racine.  Et  puifque  dans  notre 
cas  le  premier  terme  du  quarré  eft  aa, 
il  faut  que  le  premier  terme  de  la  racine 
foit  a, 

319. 

Ayant  donc  trouvé  le  premier  terme  de 
la  racine , c’eft-à-dire  a , on  confidérera  le 
refte  du  quarré , favoir  iab-\-bb , pour  voir 
fi  on  pourra  en  tirer  la  fécondé  partie  de 
la  racine  , qui  eft  b.  Nous  remarquerons  ici 
que  ce  refte  iab-\-bb  peut  être  repréfenté 
■parce  produit- ci,  {ia-\-b)b.  Or  ce  refte 
ayant  donc  deux  faéleurs,  la-^b  & il 
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eft  clair  qu’on  trouvera  ce  dernier  b , qui 
eû  la  fécondé  partie  de  la  racine  , en  divi- 
fant  le  refte  iab-\-hb  par 

'320. 

C’eft  donc  le  quotient  de  la  divifon  du 
refte  fufdit  par  ia-\-b , qui  eft  le  fécond 
terme  cherché  de  la  racine.  Or  remarquons 
dans  cette  divifion  que  2 a eft  le  double 
du  premier  terme  a de  cette  racine  , lequel 
eft  déjà  déterminé.  Ainfi , quoique  le  fécond 
terme  foit  encore  inconnu , &:  qu’il  faille 
jufqu’à  préfent  laifîer  fa  place  vide , nous 
pouvons  néanmoins  entreprendre  la  divi- 
fton , puifqu’on  n’y.  regarde  qu’au  premier 
terme  la.  Mais  aufii-tôt  qu’on  aura  trouvé 
le  quotient , qui  eft  ici  b , il  faudra  le  mettre 
à la  place  vide , & rendre  de  cette  façon 
la  divifton  complété. 

321. 

Le  calcul  donc  par  lequel  on  trouve  la  ■ 
racine  du  quarré  aa~\-ic.b-^bb  ^ peut  fe 
repréfenter  de  cette  maniéré  : 

Q iv 
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dci-^  Z a b~^b b (d— |-^ 
a a 


ia'-\-b 


— |—  2 Cl  b-^b  b 
2 a b~^b  b 


O. 


322. 

On  pourra  de  la  même  maniéré  trouver 
la  racine  quarrée  d’autres  formules  corn- 
pofées,  pourvu  qu’elles  foient  des  quarrésj 
les  exemples  fuivans  le  feront  voir  : 
aa  ~^6ab-^^b b 
aa 


^a^lb 


-j—  6 cib  -j—  ^b  b 
a b --1-  ^bb 


O. 


Aaa  — Aab-^bb  (2a — b 

Acia  . 


ACL—^b 

— Acib-^bb 

' — 4 ^ ^ ~{”  b b 

0. 
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^PP  + iApq+i^qq  (3/^+4? 

9PP_ 

^p-^'Aq  -{-^Apq+'^^qq 

-\-14pq-\-\6qq 

0‘ 

* i^xx  — ÔOX-^-'^Ô  {<j  X — 6 . 

2 5 XX 


lOJt:  — ’6 

— 60  a: -j-  36 

— 6ox~^  36 

O. 

323. 

Quand  après  la  divifion  il  refte  un  ré- 
fidu,  c’eft  ligne  que  la  racine  eft  compofée 
de  plus  de  deux  termes.  Ce  qu’on  fait  alors, 
c’ell  de  regarder  les  deux  termes  déjà  trou- 
vés comme  faifant  la  première  partie , & 
' de  tirer  du  réfidu  la  fécondé  partie  , de 
la  même  maniéré  qu’on  avoir  trouvé  le 
fécond  terme  de  la  racine.  Les  exemples 
fuivans  rendront  ce  procédé  plus  clair. 
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aa-^lab — lac — ibc-\-bb-^cc  (a-\-h — c 
aa 


la-^b  -\~iab — lac — ibc-^-bb-^cc 

— |— ~^bb 

la-^lb — c I — lac — ibc-^cc 
— lac — ibc-\~cc. 


a*  -\-ia^-\-'^aa-\-ia-^i  (aa-\-a-\-i 

a* 


laa-^a 


aa 


iaa-\~la 


-[-2aa-|-2a-|-i 
— |— 2 O £Z— 1“  2 iï~|^  I • 


a^~4a’34-8a^’+4^^  {act—iah—ihh 
a* 


laa — lab 

— 4a’^+8fl^’ 

—4a  ^b-^j^aabb 

laa—j^ab 

~~ibb 

— ^aabb->c%ab^  +^b* 

— /[aabb-^%ab^  -\-j^b* . 

• I 


t 


I 

\ 
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324. 

On  déduit  facilement  de  la  réglé  que 
nous  venons  d’expofer , la  méthode  qu’en- 
feignent  les  livres  d’Arithmétique  pour  l’ex- 
traélion  de  la  racine  quarrée.  Voici  quel- 
ques exemples  en  nombres: 

5'29  23  i7'6  4j42  23^0448 

4 * ^ I * ^ 

43  129  82I1  6 4 88  7 O 4 

129  II  6 4 704 


4o'96  64 

3^ 

124496 

496 


96^0498 



188  1504 
1 504 


i'5  6'i  5 1 25 

I 

22  5 6 

' 4 4 

245  1225 
1225 


99'8o'oi  999 

81 

18^  1 S 80 

'701 

1989  17901 
17901 
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325. 

Mais  lorfqu’après  l’opération  entière  il 
refte  un  réfidu , c’eft  une  marque  que  le 
nombre  propofé  n’efl  pas  un  quarré  , & 
par  conféquent  qu’on  ne  peut  pas  en  alTigner 
la  racine.  On  fe  fert  dans  ces  cas  du  ligne 
radical  que  nous  avons  déjà  employé  plus 
haut  ; on  écrit  ce  ligne  devant  la  formule, 
& on  met  la  formule  elle-même  entre  deux 
crochets , ou  fous  un  trait.  C’ell  ainfi  que 
la  racine  quarrée  de  aa-\-bb  s’indique  par 

\/(^  a-^bb')  y ou  par  & que 

\/(i  — ata:),  ou  y/ 1 — ATA- , exprime  la 
racine  quarrée  de  i — ata.  On  peut  aiilTi, 
au  lieu  de  ce  ligne  radical , faire  ufage  de 
l’expofant  rompu  7 , & indiquer,  par  exem- 
ple , la  racine  quarrée  de  aa-\-bb  par 

{^aa-\-bby  , OU  par  aa-^bo^ , 

^ ♦ ' 
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CHAPITRE  VIII. 

Du  Calcul  des  Quantités  irrationnelles, 

326. 

Lorsqu’il  s’agit  d’ajouter  enfemble 
deux  ou  plufieurs  formules  irrationnelles, 
cela  R fait,  fuivant  la  maniéré  prefcrite 
plus  haut,  en  écrivant  de  fuite  tous  les 
termes  chacun  avec  le  ligne  qui  lui  eft  pro- 
pre. Et  ce  qu’il  faut  remarquer  quant  aux 
façons  d’abréger , c’eft  que , par  exemple, 

au  lieu  de  ^z-j- cl  on  écrit  2 \/a , & que 
\/ a — y/ û/fait  o , ces  deux  termes  fe  dé- 
truifant  l’un  l’autre.  C’eft  ainfi  que  les  for- 
mules ^ ^ ajoutées  enfem- 
ble , font  4 2 y/i  ûu  4+v/Si  que  la 

fomme  de  ç-j-y/ 3 & de  4 — y/ 3 , eft  9 ; 
& que  celle  de  8c  de 

y/3  — y/2,  eft  3 y/3  + 2 y/2. 


■ 
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327. 

La  fouftraftion  fe  fait  de  meme  très-fa- 
cilement , vu  qu’on  n’a  befoin  que  d’ajouter 
enfemble  les  nombres  propofés , en  prenant 
le  contraire  des  lignes  qui  les  affeflent: 
l’exemple' fuivant  le  fera  voir;  nous  fouf- 
trairons  le  nombre  inférieur  du  fupérieur. 

4—  \/  2+2\/  3— 3\/  5+4\/ <5 

1+2  2— iv/  3—5  \/  5+6 \/ 6 

3— 3/2-f  4/3+2V/5— 2v/(5. 

328. 

On  fe  rappellera  dans  la  multiplication 
que  \/ a multiplié  par  \/ a fait  a y & que 
fi  les  nombres  qui  fuivent  le  figne  \/  font 
différens , comme  a & À , on  a pour 
le  produit  de  \/a  multiplié  par  \/ b.  Il  fera 
facile  après  cela  de  calculer  les  exemples 
qui  fuivent  : 
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4+Vi 

2—  \/Z 

• ^~\~4V'  ^ \ 

v^2.-|-2  — 4y/  ^ — ‘4 

l-j-2v/Z-j-2.=3-i"2.>/2.  8 4 =4.  ! 

329. 

Ce  que  nous  avons  dit  regarde  auffi  les 
quantités  imaginaires.  On  obfervera  feu- 
lement encore  que  y/- a multiplie  par  y -a 
fait  — a. 

S’il  s’agiffoit  de  trouver  le  cube  de 

, on  prendroit  le  quarré  de  ce 

nombre  , & on  multiplieroit  ce  quarré  en- 
core par  le  même  nombre  j voici  l’opé- 
ration : 

— 1+  v^— 3 
— V~~\ 

+ * V 5 
- v^-3r-3 

4-i— 3 = — i—î»/— 3 
— y/-? 
q-z+zv/ — } 

— 3+6  I 

iq-6  =ÿ. 

330.  / 


i 
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Dans  la  divifion  des  quantités  fourdes 
on  n’a  bel'oin  que  de  mettre  les  quantités 
propofées  en  forme  de  fraélion'»  celle-ci 
peut  enfuite  fe  changer  en  une  autre  ex- 
preflion  dont  le  dénominateur  foit  ration- 
nel. Car  11  ce  dénominateur  eft  , par  exem- 
ple , cL-\-\/ b , & qu’on  le  multiplie  de  même 
que  le  numérateur  par  a — y/ ^ , le  nouveau 
dénominateur  fera  aa — où  il  ne  fe  trouve 
plus  3e  ligne  radical.  Suppofons  qu’on  pro- 
pofe  de  divifer  ) -\-’i  y 1 par  i -|-  y 2 j 
nous  aurons  d’abord  Multipliant 

maintenant  les  deux  termes  de  la  fraêtioii 
par  I — \/ 2 , nous  aurons  pour  le  numé- 
rateur : . 

3+^V  ^ 

I — \/  2 

3+2v/  2 

— 3V^2— 4 

3—  \/2— 4=— \/2— M 
Tome  /,  R 
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& pour  le  dénominateur: 


1 

I — \/  2 
i+y/  2 


I — 2— 1, 

Notre  nouvelle  fraélion  eft  donc  ; 

-1  “ 

nous  multiplions  encore  les  deux  termes 
par  — I , nous  aurons  pour  le  numçiftteur 
2-|-i , & pour  le  dénominateur  -|-i. 
Or  il  eft  facile  de  fe  convaincre  que  y^2H- 1 
équivaut  à la  fraélion  propofée  ; car 
v/2  + 1 étant  multijplié  par  le  divifeur 
i + yz 

1+  v/2 

1+  V^2 

1+  \/i 

+ 

on  a i-J“2\/2.4-î  = 3+2V^2, 
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Autre  exemple  : 8 — 5 \/ ^ divifé  par 
3 — 1\/ 1 fait  P”.  Multipliant  ces  deux 
termes  de  la  fraftion  par  }-{-2.\/ a,  on  a 
pour  le  numérateur 

8—  5V^  2 
3+  iy/ 1 

- 24 — 1 5\Zz 

-\-i6\/ 1 — 20 

24+  y/i—io=4-\-\/i^ 

& pour  le  dénominateur 
3— 2y/ 2 ^ 

9 — 6\/  2 
“{-6\/  2 — 4.2 

9 — 8 — j—  l • ‘ 

Par  conféquent  le  quotient  feroit  4+ 2- 
En  voici  la  preuve  : 


i6o  E L é M E N S 

4+ 

3— zy/z 

' iz-|-3v/i 
■ — S\/ 1 — 4 

I Z — 5 \/  Z — 4 = 8 — 5 y/  Z. 

331. 

C’efl:  de  la  même  maniéré  qu’on  peut 
transformer  de  ces  frayions  en  d’autres , 
dont  le  dénominateur  foit  rationnel.  Si  l’on 
a , par  exemple , la  fraftion  ^ 

l’on  en  multiplie  le  numérateur  & le  dé- 
nominateur par  5 — Z y/â  y on  la  transfor- 
mera en  celle-ci,  =5 — z\/6. 

De  même  la  fraéfion  — pr^i^d  cette 
forme,  Et  ^ devient 

= 11+2/30. 

On  pourra  de  la  même  maniéré  faire  • 
difparoître  peu  à peu  les  radicaux  du  dé-  - 
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nominateur  , quand  il  contient  plufieurs 
termes.  Soit  propofée  la  fra6Hon-— , 
on  multipliera  d’abord  ces  deux  termes  par 
\/io+v^2^v/3  ; on  aura 
Multipliant  énfuite  encore  ce  numérateur 
& ce  dénominateur  par  6 , on  a 

5\/  lo-j-i  i\/  i+9\/  3+^v/  ^0. 


CHAPITRE  IX. 

Des  Cubes  & de  CextraBion  des  Racines 
cubiques. 

333- 

P O U R trouver  le  cube  d’une  racine 
a-\-b,  on  ne  fait  que  multiplier  fon  quatre 
aa-\-iab-\-bb  encore  une  fois  par  a.’-\-b , 
aa-]^iab  -^bb 
a-\-b 

-^laab-^abb 
+ aa  b-^iahb-^b' 

le  cube  fera  :=^a'‘-^iaab-\-^abb-\~b\ 

R iij 
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Il  renferme  donc  les  cubes  des  deux 
parties  de  la  racine , & outre  cela  encore 
3 . quantité  qui  équivaut  à 

(3  , c’ed-à-dire,  au  triple  du 

produit  des  deux  parties  a ^ 6 ^ multiplié 
par  leur  fomme. 

Ainfi  toutes  les  fois  qu’une  racine  efe 
compofée  de  deux  termes , il  elt  facile  d’en 
trouver  le  cube  d’après  cette  réglé.  Par 
exemple , le  nombre  5=3-|-2  j fon  cube 
elc  donc 

Que  7-}-3=io  füit  la  racine  j le  cube 
fera  343-j-i7~{-é3.ior=iooo. 

Pour  trouver  le  cube  de  36 , on  fuppo- 
f’ra  la  racine  '•y6=zz}0-\-6  ^ & on  aura  pour 
le  cube  cherché,  27000-|-ii6-j-540.36 
^466<^6. 

33  5-, 

Mais  h c’efl  au  contraire  le  cube  qui  efl: 
donné  , favoir  , & 

qu’il  s’agiïTe  d’en  trouver  la  racine  , on  fera 
préalablement  les  remarques  qui  faivent. 
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D’abord  fi  le  cube  efi:  ordonné  fuivant 
les  puifiances  d’une  letrre  , on.  reconnoît 
facilement  par  le  premier  terme  le  pre- 
mier terme  a de  la  racine , puifque  le  cube 
en  eft  ; fi  l’on  foufirait  donc  ce  cube  du 
cube  propofc  , on  obtient  le  refie  , 3aj5 
% lequel  doit  fournir  le  fécond 
terme  de  la  racine. 


Mais  comme  nous  favons  d’avance  que 
ce  fécond  terme  eil;  , il  s’agit  princi- 
palement de  voir  comment  il  fe  déduit  du 
tefte  Ibfdit.  Or  ce  refre  peut  être  exprimé 
par  deux  faêleurs , comme 

; fi  on  le  divife  donc  par  3 cæ 
>^‘'yab-\~bb  , c'eft  le  moyen  d’obtenir  la 
fécondé  partie  de  la  racine  b , qu’on 
demande.  , 


? *7 

y J h 

Mais  comme  ce  fécond  terme  ne  doit 
pas  être  fuppofé  connu  , le  divifeur  cfi;  in- 
connu pareillement  3 cependant  nous  avons 

R.  iv 
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le  premier  terme  de  ce  divifeur , & cela 
fuffit  J car  il  eft  3(3(3,  c’eft-à-dire  , le  triple 
du  quatre  du  premier  terme  déjà  trouvé , 
& moyennant  cela  il  n’eft  pas  difficile  de 
trouver  auffi  l’autre  partie  ^ & de  com- 
pléter enfuite  le  divifeur  avant  qu’on  achevé 
la  divifion.  Il  faudra  pour  cet  effet  joindre 
à yaa  le  triple  du  produit  des  deux  termes 
ou  T,ab  , &Lbb  ow  le  quarté  du  fécond  terme 
de  la  racine. 


338. 


Appliquons  ce  que  nous  venons  de  dire 
à deux  exemples  pour  d’autres  cubes 
donnés. 

I.)  ‘-|“i  2iZ(2— 


jtza-j-iia-J-ié 


— j— I |— 48(3— ($4 

-[-I  iaa-|-48a-|-64 


O. 
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339-  ■ 

L’explication  que  nous  avons  donnée  fait 
le  fondement  de  la  réglé  ordinaire  pour 
l’extraftion  des  racines  cubiques  des  nom- 
bres. Voici , par  exemple  , le  plan  de  l’opé- 
ration pour  le  nombre  2197: 

2'i97  (10-1-3=13 
I 000 


300 

I 197 

90 

9 

399 

I 197 

O. 

Faifons  encore  le  calcul  de  rextracdon 
de  la  racine  cubique  de  3 49^55  78 3 : 

34  9^5  71^3  (300T-20-L7 


27  000  oco 


270000 
1 8000 
400 
288400! 

7 9^5  783 
5 768  000 

0 

l- 

0 

ü 

2 197  783 

6720 

49 

313969 

2 197  783 

O. 
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CHAPITRE  X. 

Des  Puijpinces  plus  hautes  des  Qjiantités 
complexes. 

A 

340. 

J^PRÈs  les  quarrés  &:  les  cubes  viennent 
des  puiflances  plus  hautes , ou  d’un  plus  * 
grand  nombre  de  degrés.  On  les  indique 
par,  des  expofans  de  la  maniéré  que  nous 
avons  expliquée  plus  haut  ; il  faut  feule- 
ment obfcrver , quand  la  racine  efi  com- 
plexe , de  l'enfermer  entre  deux  paren- 
thefes.  Ainli  lignifie  que  a-^b  eft 

élevé  au  cinquième  degré,  8c  {a — by  in- 
dique la  fixieme  puifTance  de  a — b.  Nous 
ferons  voir  dans  ce  chapitre  le  dévelop- 
pement de  ces  puifTances. 

341. 

Soit  donc  a-\-h  la  racine  ou  la  première 
puifl'ance,  les  puiflances  plus  hautes  fe  trou- 
veront par  la  multiplication  de  la  maniéré 
qui  fuit; 
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a-\-b 

tr 

aa-^ab 

• <-]^ab  '^bb, 

{a~]^b'Ÿ^aa~^iab  ^bb 
a-^b 

a^-\-iaab^  abb 
aab-^xabb 

(iZ— j— |— J— J — j—ié* 

a-\-b 

a'-\‘‘^c^b-\-'^aabb  ^ aP 

“|-  P b -^^aabb -^“^aP  + P^ 

■ ■ - 

(<i-\-bY'==^P-\-4pb-^6aabb~^/^aP  + P 

a-\^b 


P-^^Pb'-^6P  bb-^j^aaP-j[-  aP 
-|-  Pb-^j^P  bb -^6 aaP -Y /[aP 
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(a-|-^)^  = a^-}-5  a^b-\-ioa? bbJç^ioaab^ 

+ 

a-\-b 

a a? b-\-  ioa^bb~\-  \oa?b^ 

' -^^aab^  ~^ab^ 

a? b ^ a^bb  ’^ioa^  b^ 

J ’-^\oab^'^^^ab^-]^b^m 

{a^bŸ  •=:a-\‘6aH>\- 1 5 a^bb-\^iO(^ 

1 <-^i'^aab^'\~6cLb^  "\-b^  i Scc» 

3 42^- 

On  trouve  de  même  les  puiflances  de 
la  racine  a — b , & on  va  voir  qu  elles  ne 
different  des  précédentes , qu’en  ce  que  les 
termes  2®,  4®,  6%  &c.  font  afFeftés  du 
(isne  moins: 

(a — BŸ  =.  a — b 
a— b 

. aa. — ab  ^ 

-^ab+bb. 
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(a — b'Ÿ—aa — lab  ~^bb 
a — b 

. « 
a/ — laab-^  abb 

— aabA^xabh  — P, 

(a — by  =:P — •‘^aab-^'^abb  — P 
a — b 

P — b-^'^aabb — aP 
— P b-^-^aabb — ‘^aP  ^P, 

(a — by=.P — 4P b~^6aabb — ^aP  -^b^ 
a — b 

P — ^Pbpf^Gp  bb — 4aaP 

-|-  ab^ 

— Pb-^4p  bb — 6aaP 
-^4ob^ — P, 

(«I — E)  ^ = P — ^p  bPç-  loP  bb — I oaaP 

<^aP — P 

a — b 

a — K^P  b-\- 1 oP  b b — \oP  P 
<^aaP — aP 

— Pb-\-  ^pib — \oa^yi 
_-j- 1 oaaP  • — J ab  ^ -\-b^» 
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(^î — lyf  ■=.  et  — 6it  b-^i  K^câhh — lOa^P 
' -|-i  <^aab‘^ — 6aP-\~b^ ^ &c. 

On  voit  ici  que  toutes  les  puifîances  im- 
paires de  b reçoivent  le  ligne  — , tandis 
que  les  puilTances  paires  gardent  le  ligne 
-j-.  La  raifon  en  ed:  évidente  ; car  puifque 
dans  la  racine  fe  trouve  —b , les  puiflanceî 
de  cette  lettre  monteront  de  cette  maniéré  : 
— b , -^bb  , — b'^ , -\-b*  , — b'  , ~^b^  , &C. 
& il  ed:  clair  par  là  que  les  puilTances  paires 
doivent  être  affeêlées  du  ligne  -j- , & les 
impaires  du  ligne  contraire  • — . 

343- 

Il  fe  préfente  ici  une  quedion  importante, 
c’ed:  comment , fans  continuer  le  calcul  de 
la  même  maniéré  dans  toutes  les  formes, 
on  pourroit  trouver  toutes  les  puidances 
tant  de  a-\-b  , que  de  a — b^ . Nous  remar- 
querons avant  toutes  chofes  , que  li  on  elt 
en  état  d’adigner  toutes  les  punTances  de 
a~\-b  , celles  de  a — b font  routes  trouvées, 
puifqu’on  n’a  qu’à  changer  les  lignes  des 
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« 

termes  pairs , c’eft-à  dire  du  fécond , du 
quatrième,  du  fixieme  terme,  &c.  Le  prin- 
cipal revient  donc  à établir  une  réglé , 
d’après  laquelle  toute  puiffance  de  a-\-b  , 
quelque  haute  qu’elle  foit , puiffe  être  dé- 
terminée fans  qu’il  foit  nécelTaire  de  faire 
le  calcul  pour  toutes  celles  qui  la  précèdent. 

344- 

Or  obfervons  que  fi  dans  les  puiflances 
déterminées  ci  - defliis  on  fait  abftraélion 
des  nombres  qui  précèdent  chaque  terme  , 
& qu’on  nomme  les  coejfficiens  ^ il  régné 
dans  tous  ces  termes  un  ordre  remarqua- 
ble ; d’abord  on  voit  le  premier  terme  a 
de  la  racine  élevé  à la  puiffance  même 
qu’on  demande  ; dans  les  termes  fuivans  . 
les  puiffances  de  a diminuent  continuelle- 
ment de  l’unité , les  puiffances  de  b augmen- 
tent d’autant  ; de  forte  que  la  fomme  des 
expofans  de  a ôc  de  ^ eft  toujours  la  même 
& égale  au  nombre  du  degré  demandé  , 
&:  à la  fin  fe  trouve  le  terme  b feul  élevé  à 

la 
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la  même  puiflance.  Si  l’on  demande  donc 
la  dixième  puiffance  de  a-\-b , on  eft  sûr 
que  les  termes  dégagés  des  coefficiens  Te 
fuivront  dans  l’ordre  que  voici:  a"* b, 

a^bb  y 07  b^  y b*  y d'h',  a*  b^  y a?  b' y 
db\  ab\  b'*, 

345- 

Il  relie  donc  à faire  voir  comment  on 
doit  déterminer  les  coefficiens  qui  appar- 
tiennent à ces  termes  , ou  les  nombres  paç 
lefquels  il  faut  multiplier  ces  termes.  Or 
quant  au  premier  terme  y fon  coefficient  eft 
toujours  l’unité  j & quant  au  fécond 
fon  coefficient  ell  conllamment  l’expofant 
même  de  la  puiffance  ; mais  pour  ce  qui 
regarde  les  autres  termes , il  n’ell  pas  lî 
facile  d’obferver  un  ordre  dans  leurs  coef- 
ficiens. Cependant  lî  l’on  continue  encore 
ces  coefficiens , on  ne  laiffera  pas  d’apper- 
cevoir  auffi  une  loi , moyennant  laquelle 
on  pourra  aller  auffi  loin  qu’on  voudra.  C’ell 
.ce  que  la  table  fuivante  fera  voir. 

Tome  /.  S 
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I. puiff,  coefficiens  i,i 


-II. 

1,2,1 

III.  — 

IV, 

1,4, 6, 4,1 

V. 

- 1,5,10,10,5,1 

VI. 

VII.  — 

i»7,ii,35»35»^ï»7,i 

VIII.  — I 

,8,28,56,70,56,28,8,1 

. ' IX.  1,9,36,84,1 1(5,126,84,36,9,1 
X.  1 , 1 0,4 5 , 1 20,2 1 0,2 5 2,2 1 0, 1 20,45  » 

&c. 

On  voit  donc  que  la  dixième  puiffance 
■^e  a-i^b  fera  : . , ' ' 

loa'’ b'^ -\-lloa  ^b* 

-»j-2  5 

;7Î-IOû^’-|-^'®. 

■ 346. 

. Il  faut  remarquer  à l’égard  de  ces  coef- 
ficiens , que  pour  chaque  puiffance  leur 
ibmme  doit  être  égale  au  nombre  i élevé 
à la  même  puiffance.  Qu’on  faffe  a = \ 
& b^i , chaque  terme,  abffraâion  faite 
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'tâu  coefficient,  fera  =i  ; par  conféquenf 
ce  fera  fimplement  la  fomme  des  cocffi- 
ciens  qui  indiquera  la  valeur  de  la  puif- 
fance  ; cette  fomme  dans  l’exemple  pré- 
cédent eft  1024,  & en  effet 
r=;2'®  = l024. 

Il  en  eft  de  même  des  autres  puiffances } 
on  a pour  la 

I.®  I-|-I=2=r2‘  , 

II. '  I-[-2-j-l:==4=:2*  , 

III. ®  I-j-3-|-3-|-I=:8=2% 

IV. ®  I -|-4-j-6-|-4-j- 1 =■  1 6=2  * > 

V. *"  i-[-5-hio+io+5+ï=3i=i’ ^ 

VI. ®  I— 5-^20-j-i  5— ^6-j-i  =64 

7< 

X , 

VII. ®  i+7  + ii-f-35  + î5  + 2.i+7+* 

=i  28=2^ , &c. 

347- 

Une  autre  remarque  à faire  au  fujet  de 
ces  coefficiens , c’eft  qu’ils  croiflent  depuis 
le  commencement  jufqu’au  milieu , & qu’en- 
fuite  ils  décroiftent  dans  le  même  ordre, 
. • S ij 
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'Dans  les  puiffances  paires  le  plus  grand 
coefficient  eft  exaftement  au  milieu  ; mais 
dans  les  puiffances  impaires  , on  voit  deux 
coefficiens  égaux  & plus  grands  que  les 
autres  qui  fe  trouvent  au  milieu , & qui 
appartiennent  aux  termes  moyens. 

Quant  à l’ordre  de  ces  coefficiens , il 
mérite  une  attention  particulière  j car  c’eft 
dans  cet  ordre  même  qu’on  trouve  les 
moyens  de  les  déterminer  pour  une  puffi 
fance  quelconque , fans  paffer  par  les  pré- 
cédentes. Nous  allons  en  donner  la  mé- 
thode , en  en  réfervant  cependant  la  dé- 
monftration  pour  le  chapitre  fuivant, 

348. 

Pour  trouver  les  coefficiens  d’une  puif- 
fance  propofée , par  exemple , la  feptieme, 
on  écrira  les  fraéHons  qui  fuivent  l’une  après 
l’autre  : 

Z.  1 L i 1 i ' 

’ 1 > 2 » 3 > 4 ’ 5 ’ 6 > f • 

On  voit  dans  cet  arrai^ement  que  les 
, numérateurs  commencent  par  l’expofant  de 


/ 
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la  puiflance  qu’on  demande , & qu’ils  di- 
minuent fucceflivement  de  l’unité  pendant 
que  les  dénominateurs  fe  fuivent  dans  l’or- 
dre naturel  des  nombres , i , 2 , 3 , 4 , &c. 
Or  le  premier  coefficient  étant  toujours  i , 
la  première  fraélion  donne  le  fécond  coef- 
ficient. Le  produit  des  deux  premières  frac- 
tions , multipliées  l’une  par  l'autre  , repré- 
fênte  le  troifieme  coefficient.  Le  produit 
des  trois  premières  fraéHons  repréfente  le^ 
quatrième  coefficient , & ainfi  de  fuite. 

Ainfi  le  premier  coefficient  = i ; le  fé- 
cond =^  = 7 J le  troifieme  r=p|r=:2i  ; 
le  quatrième  =^.-.^=35  ; le  cinquième 
— "L  ^ 1 à — 1 e • le  fixieme 
= 21 } le  feptieme  =2i.|=7  j le  huitiè- 
me =7.^=1. 

349*  . 

V On  a donc  pour  la  fécondé  puiflance 
les  deux  fraéHon»^.^,  d’où  il  s’enfuit  que 
le  premier  coefficient  =i  j le  fécond  =|* 

= 23  & le  troifieme  =;=  2.^=1. 

S iij 
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La  troifieme  puiflance  fournit  les  frac- 
tions P r*  J » premier  coefficient 

— T ; le  fecond  = |-=3  ; le  troifieme  =5 
, J z=  3 ; le  quatrième  = i . 

■ On  a pour  la  quatrième  puiflance  ces 

fraftions-ci,  conféquent  le 

premier  coefficient  = i ; le  fécond  ^=4; 

le  troifieme  j le  quatrième  J.  =4  > 

^ le  cinquième  J. 

350. 

Cette  réglé  nous  procure  donc  évidem- 
ment l’avantage  de  n’avoir  pas  befoin  de 
connoître  les  coefficiens  précédens , & de 
trouver  au  contraire  fur  le  champ,  pour 
une  puiffance  quelconque  , les  coefficiens 
qui  lui  font  propres. 

Ainfi  pour  la  dixième  puiflance  on  écrira 

les  tractions  J>4»  f>6» 

moyennant  quoi  ron»trouve  . , 
le  premier  coefficient  = t , • 

le  fécond  =y  = io> 
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le  troifieme  =io.’  = 45, 
le  quatrième  =4 ^;.j=  1 20,, 
le  cinquième  =120.^  = 210, 
le^lîxieme  =2io.j  = 2j2,  '• 

. le  feptieme  = 2 5 2.|^  ±=  2 1 0 , 
le  huitième  =210.^  = 1 20  , 
le  neuvième  = i2o.|  — 45 , 
le  dixième  ==45.1^:=?  10 , 
le  onzième  ==  t p A = i . 


279 


,e. 


' - ' 3.5^,/ 

On  peut  aufli  écrire  ces  fraél^o^s  telles; 
qu’elles  font,  fans  en  calculer  la  valeur^. 
& il  eft  facile  de  cette  maniéré  d’écrire  une 
puiffance  quelconque  de  quelque 

haute  qu’eÛe,  fpit.  , C’eft,  ainfi  que  la  cen^ 
tieme  puilfance  de  a-]^b  fera 

^4  ^.^,5^c.  d’où  il  eft  .aifé 
de  conclure  , quelle  fera  la  loi  dbsit^mes 
fuivans*  ^ -» 


c.;^  r,  : i 


S*^iv 
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C H A P I T R E X I. 

V 

De  la  permutation  des  Lettres  , fur  laquelle 
fe  fonde  la  démonjlration  de  la  .Réglé  \ 

précédente,  ^ r * 

dont  nous  venons  de  nous  occuper  , on 
trouvera  que  chaque  terme  fe  préfente  au-  | 

tant  de  fois  qu’il  eft  poffible  de  tranfppfer 
les  lettres  qui  compofent  ce  terme  ; ou  bien, 
pour  nous  exprimer  d une  autre  maniéré  ^ 
que  le  coefficient  de  chaque  terme  eft  égal 
au  nombre  des  permutations  que  fouffrent 
les  lettres  dont  ce  terme*  eft  compofé.  Dans 
la  fécondé  puiflancé , par  exemple , le  terme 
ab  eft  pris  deux  fois,  c’eft-à-dire  que  fon 
coefficient  eft  2 j ' & on  peut  en,  effet 
changer: doublement  l’ocdre  des  lettres  qui 
compofent  ce  terme , puifqu’on  peut  écrire 
ab  ^ ba  i terme  a a au  contraire  ne  fe 


/ 
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préfente  qu’une  fois , parce  que  l’ordre  des 
lettres  ne  peut  fubir  aucun  changement  ou 
permutation.  Dans  la  troifieme  puiflance 
de  a-\-b , le  terme  aab  peut  s’écrire  detrois 
maniérés  différentes , aab  , aba , baa  ; aufli 
le  coefficient  eft-il  3.  De  même  dans  la 
quatrième  puiffance  Ï6  terme  a^b  ou  aaab , 
admet  les  quatre  difpofitions  différentes, 
aaab  ^ aaba^  abaa , baaa  ; c’efl  pour- 
quoi fon  coefficient  eft  4.  Le  terme  aab  b 
fouffrefix  permutations  , aabb  , abba  , baba  y 
abab  , bbaa  , baab  & fon  coefficient  eft  6, 
Il  en  eft  de  même  dans  tous  les  cas. 

3 53- 

- En  effet  fi  l’on  confidere  que  la  quatrième 
puiffance,  par  exemple , d’une  racine  quel- 
conque compofée  même  de  plus  de  deux 
termes,  comme  {a-\-b-\-c-\-dy , fe  trouve 
en  multipliant  ces  quatre  faéfeurs , I.  a-\-b 
11.  a-\~b-^c-\-d  ; 111. 

IV.  a^b-\-c-\-d ; on  peut  voir  aifément 
que  chaque  lettre  du  premier  faéfeur  doit 
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fe  multiplier  par  chaque  lettre  du  fécond  , 
enfuite  par  chaque  lettre  du  troifieme , & 
enfin  encore  par  chaque  lettre  du  qua- 
trième. 

Il  faut  donc  non- feulement  que  chaque 
terme  foit  compofé  de  quatre  lettres  , mak 
aufli  qu’il  fe  préfente  ou  qu’il  entre  dans  la 
fomme  autant  de  fois  que  ces  lettres  peun 
vent  être  difpofées  différemment  entr’elles  , 
d’où  provient  enfuite  fon  coefficient. 

3 54- 

Il  importe  donc  beaucoup  ici  de  favoir ; 
de  combien  de  maniérés  différentes  un 
nombre  donné  de  lettres  peuvent  être  dif- 
pofées entr’elles.  Et  il  faudra  dans  cette  re- 
cherche faire  attention  fur-tout  fi  les  lettre^ 
dont  il  s’agit  font’  les  mêmes  ou  diverfes. 
Quand  elles  font  les  mêmes , il  ne  peut  y 
avoir  de  permutation , & c’efl:  auffi  pour» 
quoi  les  puiffances  fimples , comme  a* , , 

a* , &c,  ont  toutes  l’unité  pour  coefficient* 
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Nous  fuppoferons  d’abord  toutes  les  let- 
tres diverfes  j & en  commençant  par  le  cas- 
le  plus  fimple  , de  deux  lettres  o\x  ab  ^ nous 
voyons  que  ce  font  évidemment  deux  tranf* 
pofitions  qui  peuvent  avoir  lieu  , favoir 
ab . ba. 

7 - f * 

Si  nous  avons  trois  lettres,  abc,  à con- 
(îdérer , nous  remarquons  que  chacune  des 
trois  pourroit  prendre  la  première  place,, 
tandis  que  les  deux  autres  admettroient 
deux  permutations.  Car  fi  eft  la  première 
lettre  , on  a les  deux  difpofitions  abc , acb,' 
fl  b e(l  à la  première  place  , on  a les  difi- 
pofitions  bac , bca  ; enfin  fi  c occupe  la  pre- 
mière place , on  a de  même  deux  difpo- 
fitions , favoir  cab , cba.  Et  par  confcquent 
le  nombre  total  des  difpofitions  eft  ^,zc=6. 

Si  on  a quatre  lettres , abcd , chacune 
peut  occuper  la  première  place  ; & dans 
chacun  de  ces  cas  les  trois  autres  peuvent 
former  fix  difpofitions  différentes  , comme 


' A 
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nous  venons  de  voir.  Le  nombre  total  des 

permutarions  eft  donc  4.6=24=4.3.2.1. 

■ Si  on  a cinq  lettres,  abc  de,  chacune 
des  cinq  pouvant  également  fe  trouver  la 
première , & les  quatre  autres  foufFrir  vingt- 
quatre  permutations , il  s’enfuit  que  le  nom- 
bre total  des  permutations  fera  5.24=120 

:=5.4.3.2.i. 

: 356. 

X 

Quelque  grand  par  conféquent  que  foit 
le  nombre  des  lettres , on  voit  affez  que , 
pourvu  qu’elles  foient  toutes  différentes, 
il  eft  facile  de  déterminer  le  nombre  de 
toutes  les  permutations,  & qu’on  pourra 
faire  ufage  de  la  table  fuivante  : 
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Nombre  des  Lettres  : Nombre  des  Permutations  ; 

I. I = I. 

IL 2.1  = 2. 

III.  ^ 3.2.1  = 6» 

IV.  4.3.2. 1 = 24. 

V.  — 5. 4.3. 2.1  = 120. 

VI. 6.5. 4. 3. 2.1  = 720. 

VII. 7.6.5. 4.3. 2.1  = 5040. 

VIII.  — 8.7.6.5.4.3.2.1  = 40320. 

IX.  9.8.7.6.5.4.3.2.1  = 362880. 

X.  10.9.8.7.6.5.4.3.2.1  = 3628800. 

3 57- 

Mais  comme  nous  Lavons  infinué , les 
nombres  de  cette  table  ne  peuvent  s’em- 
ployer que  dans  les  cas  où  toutes  les  lettres 
font  différentes  i car  fi  deux  ou  plufieurs 
d’entre  elles  font  femblables , le  nombre 
des  permutations  devient  beaucoup  moin- 
dre J & fi  toutes  les  lettres  font  les  mêmes, 
on  n’a  qu’une  feule  difpofition.  Nous  allons 
donc  voir  comment  les  nombres  de  la  table 
^doivent  être  diminués  fuivant  le  nombre 
des  lettres  femblables, 
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■ 358. 

Quand  deux  lettres  font  données,  & que 
ces  lettres  font  les  mêmes , les  deux  difpolî- 
tions  fe  réduifent  à une  feule , & par  confé- 
quent  le  nombre  que  nous  avions  trouvé  ci- 
defllis  fe  réduit  à la  moitié  , c’eft-à-dire  qu’il 
faut  le  divifer  par  2.  Si  on  a trois  lettres  fem- 
blables , on  v.oit  fix  permutations  fe  réduire 
à une  feule  ; d’où  il  fuit  que  les  nombres  de 
la  table  doivent  être  divifés  par  6=3.2.!. 
Et  par  une  raifon  femblable , ù quatre  let- 
tres font  les  mêmes , il  faudra  divifer  les 
nombres  trouvés  par  24  ou  par  4.3.2. i &c- 

II  eft  donc  facile  maintenant  de  déter- 
miner , par  exemple , de  combien  de  per- 
mutations les  lettres  aaabbc  font  fufcep- 
tibles.  Elles  font  au  nombre  de  lîx , & par 
conféquent  (i  elles  étoient  toutes  différen- 
tes, elles  admettroient  6.5.4.3.2.1  permu- 
tations. Mais  puifque  a.  fe  trouve  trois  fois- 
dans  ces  lettres , il  faudra  divifer  ce  nom- 
bre de  permutations  par  3.2.1  j & puifque 
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i>  fe  rencontre  deux  fois , il  faudra  encore 
■divifer  par  i.i  j le  nombre  des  permuta- 
tions cherché  fera  donc  =:?.4.-i 

= 6o. 

3 59- 

Il  nous  fera  donc  facile  à préfent  de  dé- 
terminer les  coefficiens  de  tous  les  termes 
tl'une  puifTance  quelconque.  Nous  en  don- 
nerons un  exemple  fur  la  feptieme  puifTance 

Le  premier  terme  efl  a’’ , qui  ne  fe  ren- 
contre qu’une  fois  j & comme  tous  les  autres 
termes  ont  chacun  fept  lettres , il  s’enfuit 
que  le  nombre  de  toutes  les  permutations 
pour  chaque  terme  feroit  7.6.5. 4.3. 2.1  , fi 
toutes  les  lettres  étoient  diffemblables.  Mais 
puifque  dans  le  fécond  terme  a^b  on  trouve 
fix  lettres  femblables , il  faudra  divifer  ce 
produit-là  par  6. 5 .4. 3 . z.  i , d’où  il  fuit  que  le 
coefficient  = ^ 

Dans  le  troifieme  terme  a' b h,  on  trouve 
cinq  fois  la  même  lettre  a , & deux  fois  la 
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même  lettre  ^ il  faut  donc  divifer  ce  nom- 
bre d’abord  par  5.4.3.!. i , & enfuite  en- 
core par  2.1  J d’où  réfulte  le  coefficient 


7 6.5.4  3.I.I  7.6 


1.2 


5.4  3.2.1. 1.2 

Le  quatrième  terme  a contient  quatre 
fois  la  lettre  a , & trois  fois  la  lettre  b ; par 
conféquent  le  nombre  total  des  permuta- 
tions de  fept  lettres  , doit  être  divifé  en 
premier  lieu  par  4. 3. 2.1  , & en  fécond  lieu 
par  3.2.1 , ou  par  1.2.3  , & le  fécond  coef- 
ficient devient  — 7-6.54-i->-» — 


4.3.2. I. 1.2.3 


1.2.3 


On  trouvera  de  la  même  maniéré 

1.2.3. 4 

pour  le  coefficient  du  cinquième  terme , & 
ainfi  des  autres  ; au  moyen  de  quoi  la  réglé 
donnée  plus  haut  fe  trouve  démontrée  (*),  ' 


(*)  Souvent  auffi  on  tire  de  la  théorie  des  CombinaL 
fons  les  réglés  qu’on  vient  de  voir  pour  la  détermination 
des  coeiHciens  des  termes  de  la  puilTance  d’un  binôme  ; 
c’eft  peut-être  avec  quelque  avantage , parce  que  tout  (c 
rapptjrte  alors  à une  feule  formule. 

Pour  indiquer  d’abord  an  paflant  la  différence  qui  eft 
entre  les  permutations  & les  combinaifons , remarquons 
que  dans  celles-là  on  demande  de  combien  de  maniérés 
différentes  > par  exempt  > kÿ  lettres  qiti  compofent  unç 

360, 
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Ces  confidérations  nous  conduifent  en- 
core plus  loin , & nous  montrent  auffi  com- 
ment on  doit  trouver  toutes  les  puiffances 

certaine  formule  peuvent  changer  de  place , au  lieu  qutf 
dans  les  combinaifons  on  demande  combien  de  fois  ces 
lettres  peuvent  être  prifes  ou  multipliées  enfemble  unfli 
à une  , deux  à deux , trois  à trois. 

Qu’on  ait , par  exemple  , la  formule  abc  , on  a vu  que 
les  lettres  qui  la  compofent  fouffrent  lix  permutations, 
favoir  abc , acb , bac , bca , cab , cba.  Mais  s’d  s’agit  des 
Combinaifons  , je  dis  que  fi  on  prend  ces  trois  lettres 
une  aune,  on  a trois  combinaifons,  favoir b Sc  c.  Que 
li  on  les  prend  deux  à deux  , on  a les  trois  combinaifons 
ab,  ac  6c  bc.  Enfin,  que  fi  on  prend  ces  trois  lettres 
trois  à trois,  ort  a la  feule  combinaifon  abc. 

Or  de  meme  qu’on  prouve  que  5 chofes  différentes 
admettent  1.2. 3. 4 — ^ permutations  différentes , & que  ù 
de  ces  5 chofes  il  y en  a r égales , le  nombre  des  per- 
mutations eft  l'j  ~ » O'’  prouve  auflî  que  5 chofes  peu- 
vent fe  prendre  r à r,  le  nombre  de  fois  y 

ou  que  de  ces  3 chofes  on  peut  en  prendre  r d’autant 
de  maniérés  différentes.  Cela  fait  que  fi  on  nomme  ^ 
J’expofant  de  la  puiffancc  à laquelle  on  veut  élever  It^ 

Tome  /,  T 
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des  racines  qui  font  compofées  de  plus  de 
deux  termes  (*).  Nous  en  ferons  l’appli- 
cation à la  troifieme  puiffance  de  a-\-b-\-c , 
dont  les  termes  doivent  être  formes  de 

binôme  a-\-b,  &_rl’exporant  de  la  lettre  èdan^n  terme 

. r \ » S— r-*-l 

quelconque , c’eft  toujours  cette  formule 

qui  exprime  le  coefRcient  de  ce  terme.  Ainfi  dans  1 exem- 
ple de  cet  article  359  ou  5=7,  on  a pour  le  troifieme 
terme  aHb,  l’expoiant  & par  conféquent  le  coef- 

ficient = 7j|. 

Pour  le  quatrième  terme  on  a r — 3 & le  coefficient 

& ainfi  de  fuite.  Ce  font,  comme  on  voit,  les  | 

i.î.)  ’ ■ 

mêmes  réfuhats  que  par  les  permutations. 

On  a des  traités  complets  Sc  étendus  fur  la  théorie  des 
combinaifons,  qu’on  doit  à Meffieurs /-«n/c/.  , de  Afea- 
mort,  Ucqms  Bernoulli  , &c.  Ces  deux  derniers  ont  ap- 
profondi cette  théorie,  relativement  à fon  grand  ufage, 
dans  le  calcul  des  probabilités  , calcul  qui  mériteroit  bien 
'qu’on  en  eût  un  traité  élémentaire  en  françois , non- 
feulement  à caufe  des  nombreufes  applications  qu’on  en 
.feit  aujourd’hui , mais  aullr  parce  qu’il  exerce  l’elpritplus 
que  tout  autre,  & de  la  maniéré  la  plus  agréable. 

(*)  On  nomme  ces  racines  ou  ces  quantités  compo- 
fées de  plus  de  deux  termes  , des  polynômes  , pour  les 
dillinguer  des  binomis  ou  des  quanütés  complexes  à deux 
termes.  ; 
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toutes  les  combinaifons  poflibles  de  trois 
lettres , & où  chaque  terme  doit  avoir  pour 
coefficient,  comme  ci-deffus,  le  nombre 
de  fes  permutations. 

La  troifieme  puiffance  de 
fera , fans  pafler  par  la  multiplication , a*' 
-j-3aa^-J-  3aac-|-  ‘i^abb-^6abc-^yacc-^h^ 

Suppofons  a—\  , b‘=.\ , c=i  , le  cube 
de  , ou  de  3 , fera 

i+3+3+3+^+5+ï+3+3+i 
Ce  réfultat  cil  jufte  & confirme  la  réglé. 

Si  l’on  avoit  fuppofé  a = b=^\  & 

c= — I , on  auroit  trouvé  pour  le  cube 
de  i-{-i — \ iy  c’eft-à-dire  de  i 
î+3—3+3--<5+3+*— 3+3— ï 


v< 


V 
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CHAPITRE  XII. 


'Du  Développement  des  Puijfances  irration- 
nelles par  des  fuites  infinies^ 


361. 

0>OMME  nous  avons  fait  voir  de  quelle 
maniéré  on  doit  trouver  une  puiffance  quel- 
conque de  la  racine  a-\-b , quelque  grand 
<jue  foit  l’expofant , nous  fommes  en  état 
d’exprimer  généralement  la  puiffance  de 
, dont  l’expofant  feroit  indéterminé,. 
Il  eft  évident  que  fi  on  indique  cet  expofant 
par  n , on  aura  par  la  réglé  donnée  plus 
haut  (art.  348  & fuiv.): 

n— I n-2 

•~-"T 
&c. 

362. 

Que  fi  on  demandoit  la  même  puiffance 
de  la  racine  a — b ^ on  ne  feroit  que  changer 


,»-3 


b i-7.— ^ 


\ 
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les  fignes  du  fécond , quatrième , fixieme , 
&c.  terme  , & on  auroit  (a — = a 

n n—t  J I it  n—l  n—l  il  n n-l  n— 1 n—7  75 

— 7a  — a b —7.  — . — a 

I n «—I  11—2  fl— 2 fl— 4 /4  O 

.+r-— -V  4 " ^ ~> 


363. 

Ces  formules  font  d’une  utilité  infigne; 
car  elles  fervent  aufli  à exprimer  toutes 
les  efpeces  de  radicaux.  Nous  avons  fait 
voir  que  toutes  les  quantités  irrationnelles 
peuvent  fe  mettre  fous  la  forme  de  puif* 
fances  dont  les  expofans  font  rompus  , & 

que  \/ a =a*  j \/ a = a^  , ÔC  \/ a =a*  , 
&c.  on  aura  donc  aulfi 

V +^) = (^ + ^)  ‘ } \/ (^+^)=(^-K) 

& y/ (cz-j-^)  = (a-[-A)'* , &C. 

C’eft  pourquoi , fi  l’on  veut  trouver  la 
racine  quarrée  de  a-\-b  , on  n’a  befoin  que 
de  fubftituer  à Texpofant  n la  fraélion^ 
dans  la  formule  générale  de  l’art.  361  , 
on  aura  d’abord  pour  les  coefficiens  ^ 

Tüi 
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n I ^ «-T 

J a * 2 

n- 


I n-2 
■—  • . 

4’  3 


. i.  'tZÎ 1, 

6 » 4 8* 


i ^ Enfuite  a" 

/ O >1-1  1 n-2 I n-î  1 


«aya 


&c.  OU  bien  on  pourra  exprimer  ces  puif- 
fances  de  a de  cette  autre  maniéré  : a=y/a  g 


n-I  Va  2 

a 


a = — •,  a 


y/a 


,"-î 


a 


a 


a" 


^*^1.  a”-"— - — &c 

364. 

Cela  pofé , la  racine  quarrée  de  a 5 
pourra  s’exprimer  de  la  maniéré  qui  fuit: 

Qr 

I » 3 r 74  o_^ 

^2-Ï-6*8^  —TJ 
a 

365. 

Si  donc  a eft  un  nombre  quarré  , on 
pourrit  afiigner  h valeur  de  y a , & par 
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conféquent  la  racine  quarrée  de  pourra 
être  exprimée  par  une  fuite  infinie  fans  au- 
cun figne  radical. 

Soit,  par  exemple,  a—cc,  on  aura 

à / \ h l ^ ^ 

y/a=£i  doncy  =C+~.J  g-p- 


+ 76*75  ”■  FIT- 77» 
c ^ 

On  voit  par  là  qu’il  n’efl;  aucun  nom- 
bre dont  on  ne  puilfe  extraire  la  racine 
quarrée  de  la  même  maniéré  ; puifque  tout 
nombre  peut  fe  décompofer  en  deux  par- 
ties , dont  l’une  foit  un  quarré  repréfenté 
par  cc.  Si  on  cherche,  par  exemple  , la 
racine  quarrée  de  6 , on  fera  6=4-}- 2, 
par  conféquent  cc=4j  c=2 , h—i-,  doit 

réfulte  \/6=2.+ï  Tô+st  7^4^^* 
Si  on  vouloit  ne  prendre  que  les  deux 
premiers  termes  de  cette  fuite , on  auroit 
2I  — ^ , dont  le  quarré  ~ eft  de  plus 
grand  que  6 ; mais  fl  on  confidere  trois 
termes  on  a i ^ j quarré 

cil  encore  de  ^ trop  petit.  , 

T iv 
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366. 

Puifque  dans  cet  exemple  j approche 
beaucoup  déjà  de  la  valeur  vraie  de  \/6, 
nous  prendrons  pour  6 la  quantité  équiva- 
lente—— -..Ainli  cc=—i  c=X\bçz=. — -• 

44  4*  i’  4* 

& calculant  feulement  les  deux  premiers 

1 

termes,  nous  trouvons  ^6  = il. 

a 

1 

f * 4 î I 49  1 , J 

=iôî  le  quarre  de 

cette  fraftion  étant  ~ , ne  furpaflê  que  de 
^ le  quarré  de  \/ 6, 

Faifant  maintenant  6 =—  — — . de 

400  400  ’ '' 

forte  que  & ne  pre- 

riant  encore  que  les  deux  premiers  termes, 

I 1 

ona Ü — i? 

' ?°  I a * ^ ao  a * ^ 20 

20  20 

— 4=i5a’  = 

Or  6 réduit  au  même  dénominateur  eft 
rçrrenr  n’eft  donc  plus  <jue  de 
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367. 

On  pourra  de  la  même  maniéré  expri- 
mer la  racine  cubique  de  a-\-b  par  une' 

férié  infinie.  Carpuifque  \/ y 

on  aura  dans  la  formule  générale  , 

& pour  les  coefficiens, 

— Lu"  &c.  & 
3 9*4  3^5  «J 

quant  aux  puiflances  de  ^7 , on  auraa”:=\/ a,- 

V V 

_»-» ""3  Vil 

a —2. — J a =.± — J a =11  oie. 


aa 


donc  yj  {a-irh)~l/ a^\.b^  —\-bh'^ 


^43 


J &c. 


368^. 


Si  donc  <2  eft  un  cube  , ou  a=c^ , on 

a\^a=c,  & les  fignes  radicaux  s’éva- 
nouiront; car  on  aura 

V +^)— *^.6  + 8i*c»  343* c'* 

rh> 
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369. 

Voilà  donc  une  formule , au  moyen  de 
laquelle  on  pourra  trouver  par  approxima- 
tion , comme  on  dit,  la  racine  cubique  d’un 
nombre  quelconque  j puifque  tout  nombre 
peut  fe  partager  en  deux  parties , comme 
-\-b , dont  la  première  foit  un  cube. 

On  voudroit , par  exemple , déterminée 
la  racine  cubique  de  2 j on  repréfentera 
2 par  ) de  façon  que  c=  1 & b=.  i , 

par  conféquent  \/ &c. 
les  deux  premiers  termes  de  cette  fuite  font 
ii=i,  dont  le  cube  ^ eft  trop  grand 

de—.  Qu’on  faffe  donc  2 = ^ — or* 
aura  c=-&  b= — & par  conféquent 

— 10 

termes  font 

~9 

1 — -^=-,  dont  le  cube  eft  Or  a 

ainfi  !’«««  eft  1^-  E' 


» 
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comment  on  pourra  approcher  toujours  da- 
vantage , & d’autant  plus  vite  qu’on  pren- 
dra un  plus  grand  nombre  de  termes  (*). 

(*)  M.  HalUy  a donné  dans  les  TranfaElions  philofo- 
phiques  Aq  1694  une  méthode  très-belle  & très-générale 
pour  extraire  par  approximation  les  racines  d’un  degré 
quelconque.  Monfteur  Halley  prouve  qu’on  a générale- 
Ceux qui  ne  feront  pas  à portée  de  confulter  les  Tran- 
faüions  philofophiques  , trouveront  des  éclairciflTemens  fur 
la  formation  & fur  les  ufages  de  cette  formule , dans  la 
jiouvelle  édition  des  Leçons  élémentaires  de  Mathématiques 
de  M.  l’Abbé  de  la  Caille , publiées  par  M.  l’Abbé  Marie. 


■vV 
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CHAPITRE  XIII. 

Du  Développement  des  Puijfances  négatives» 


370. 

IS!  O U s avons  fait  voir  plus  haut  qu’on 
peut  exprimer  ^ par  a~^  ; on  peut  donc  de 
même  exprimer  ~ par  (a-j-/»)"*  ; de  forte 
que  la  fraêlion  peut  être  regardée  com- 
me une  puiflance  de  ^ , c’eft-à-dire  celle 
dont  l’expofant  ell  — 1 j & il  s’enfuit  de- là 
que  la  férié  trouvée  ci-deffus  pour  la  va- 
leur de  (a-\-by  s’étend  aufli  à ce  cas. 


371. 

Puis  donc  que  lignifie  autant  que 
fuppofons  dans  la  formule  citée 
n— — I J nous  aurons  d’abord  pour  les 
coefficiens:  -= — i:  — = — -ij  — = — i; 

— I,  &c.  & enfuite  pour  les  puif- 
fances  de  a; 
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= &e.  ainf. 

h , bb  P , b‘  b'  „ , „ 

r + “î — r 6 & c eft 

a ' a a ' a a ^ 

la  même  fuite  que  nous  avons  déjà  trouvée 

plus  haut  par  la  divifion. 

372. 

De  plus  autant  que  (a+b)~' 

réduifons  aufli  cette  formule  en  une  fuite 
infinie.  Il  faudra  pour  cet  effet  fuppofer 
n= — 2 , & nous  aurons  pour  les  coef- 
ficiens  d’abord  7 =■ 


2 n— 1 


1 . ^ 

3 ’ 4 


— . L.  2zî 

2 ■ 2 ’ 3 


=■ — ^ , &c.  Et  pour  les  puif- 


fances  de  a : a"  c=  — j 

a 


I 


.3  > 


a 


n-x 


= -V  ; <z""^  = -T  > Nous  obtenons 

a A 


donc  (a-|-^)“*  = 


(a+^)’ 


a 


'4_*  1 ^ i 1 i i Li  1 i S^r 
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Or-  — 2-  — = ^ ^ i 

V^r  J — Z,  — 3,  * - 


’4>  I • a • 3 •4 

= 3 , &c.  Par  conféquent  nous  avons 
I I b , P b^ 


ia-\-b) 

P 


P 


' ^ +7  J 


a 


373- 

Continuons  & fuppofons  «=• — 3 , nous 
aurons  une  fuite  qui  exprimera  la  valeur 
7 — riTT  ou  de  (a-\-b)~'^.  Les  coefficiens 

feront:  = îzl=:--lj  îîzîrr=  — Ij 

1 l’a  a’3  3' 

^~== — &c.  & les  puiffances  de  a de- 
viennent : a=\',  a”-*  = \ 5 a""^=r-^ 
<2  a a ' 

&c.  ce  qui  nous  donne  : 7 — r-m  = 

^ (iü-|-^)  £Z 


1 A.4-1  i ^ 

I „‘*“r  x*a  ^5 


P 


I ± J,  Z uiiii'' 

i*a*3  ' i*a*3*4"^ 


a 


Rr  * ^ _L  < 

&C.  =—  — 3 “ + ^~T 

a ■'a  ' a* 


P 


21  _j-28  36  — + 45  — &C. 
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Faifons  encore  n=. — 4,  nous  aurons 
pour  les  coefficiens  : ^ = — fi  ~ = — f ; 

^ &c.  & pour  les  puif« 

Tances:  a* z=-^  i a"“‘  =-^i  a"“*=  j 
. a a a 

=-^  i , &c.  d’où  l’on  tire  : 


^ * 1 _l_i  i ^ i i i ^ 

‘•‘•a*  *‘**îa 

I 4 J 6 7 ^ O ^ b \ b 

+ r-i-3-v^  &c.  — 4^+10;;^ 


7? 


a 

V 


^o^  + 3J-8  — 5^^+>  &c. 


374* 

Les  dilFérens  cas  que  nous  venons  dè 
confidérer  nous  mettent  en  état  maintenant 
de  conclure  avec  certitude  qu’on  aura  gé- 
néralement pour  une  telle  puiflance  néga- 
tive quelconque  de  a-\-bi 


ia+ty 

m+i  m+2 

•"T*1 


m 

T ' 


a 


i- 


m 

l 
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Et  on  peut,  moyennant  cette  formule^ 
transformer  toutes  ces  efpeces  de  fraftions 
en  fuites  infinies,  en  fubftituant  même  à 
m des  frafiions , afin  d’exprimer  des  for- 
mules irrationnelles. 


375- 

Pour  éclaircir  encore  davantage  cette 
matière , nous  joindrons  ici  les  confidéra- 
tiens  qui  fuivent. 

Nous  avons  trouvé  : 

. b . b'  b^  . b*  V, 

— J T6~Tf 


a 


a 


a 


0’-\-b 

&C. 

Si  nous  mulriDlions  donc  cette  fuite  par 
faut  que  le  produit  foit  = i ; & 
cela  fe  trouve  vrai , comme  on  va  le  voir  , 
en  effeéfuant  la  multiplication  : 

, b , b^  b^  , b*  b\  ^ 
i - T. + jî  - +.-T  - 


a 

a-^b 


a 


a 


rh 
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Nous  avons  trouvé  auflî 


-L 

a a 


(a-^by 

a a a ' a a 

on  multiplie  donc  cette  fuite  par 
il  faut  que  le  produit  foit  pareillement =i. 
Or  {a-\-by  =aa-\-xab~^bb , voici  donc 
le  plan  de  l’opération  : 

J ib  ^ "^bb  4^^  , ^b*  6b' 


a 


a 


&c. 

aa~\-lab-]^bb 


1 h I %bh  4 ^ I $ ^ ^ ^ 

~âT~  ' a'  a' 

6b^  ^b*  , lo^’ 


, 1X_  J_  L1 

* a aa  HT 

I a» 4»  I ir_j„ 

“T  « " « a’  ^ 


a 


a 


•&C. 

&c; 


+ !4  ^ 

I produit  que  la  nature  de  la  chofe  exigeoit. 
Tome  /.  V 
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SECTION  TROISIEME. 


Des  Rapports  & des  Proportions. 
CHAPITRE  PREMIER. 

Du  i^^ppon  arithmétique , ou  de  la  différencd 
entre  deux  Nombres. 

7 

378. 

D EUX  grandeurs  font  ou  égales  Tune 
à l’autre , ou  elles  ne  le  font  pas.  Dans  ce 
dernier  cas  où  l’une  eft  plus  grande  que 
l’autre  , on  peut  envifager  leur  inégalité 
fous  deux  points  de  vue  différens;  on  peut 
demander  de  combien  une  des  quantités  eft 
plus  grande  que  l’autre  } On  peut  aulTi  de- 
mander combien  défais  l’une  eft  plus  grande 
^que  l’autre?  Les  déterminations  qui  for- 
ment les  réponfes  à ces  deux  queftions  , fe 

Vij 


« 
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nomment  toutes  deux  des  rapports  ou  des 
raifons  j on  a coutume  de  nommer  la  pre- 
mière rapport  arithmétique , & la  fécondé 
rapport  géométrique  , fans  cependant  que 
ces  dénominations  ayent  aucune  liaifon 
avec  la  chofe  même  ; c’eft  arbitrairement 
qu’elles  ont  été  adoptées. 

379- 

On  s’imagine  bien  fans  doute  quIÈlfaut 
que  les  grandeurs  dont  nous  parlons  foient 
d’une  même  efpece , puifque  fans  cela  on 
ne  pourroit  rien  déterminer  au  fujet  de  leur 
égalité  ou  de  leur  inégalité.  Il  feroit  ab- 
furde,  par  exemple,  de  demander  fi  deux 
livres  & trois  aunes  font  des  quantités  éga- 
les ? C’efl:  pourquoi  dans  ce  qui  va  fuivre 
il  ne  peut,  être  queftion  que  de  quantités 
d’une  même  efpece  ; & comme  elles  peu- 
vent toujours  être  aflignées  en  nombres, 
ce  n’efl:  auffi  , comme  nous  en  avons  averti 
dès  le  commencement,  que  des  nombres 
dont  nous  traiterons. 
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380. 

Quand  on  demande  donc  de  deux  nom- 
bres donnés , de  combien  l’un  eft  plus  grand 
que  l’autre  , la  réponfe  à cette  quellion 
détermine  le  rapport  arithmétique  de  ces 
deux  nombres.  Or  puifque  cette  détermi- 
nation fe  fait  en  indiquant  la  différence  des 
deux  nombres  , il  s’enfuit  qu’un  rapport 
arithmétique  n’eft  autre  chofe  que  la  dif- 
férence entre  deux  nombres.  Et  comme 
ce  mot  de  différence  nous  paroît  une  ex- 
preffion  plus  propre , nous  réferverons  celles 
de  rapport  ou  raifon  , pour  exprimer  les 
rapports  géométriques. 

381. - 

La  différence  entre  deux  nombres  fe 
trouve , comme  on  fait , en  fouftrayant  le 
plus  petit  du  plus  grand  3 rien  de  plus  facile 
par  conféquent  que  de  réfoudre  la  queftion, 
de  combien  l’un  eft  plus  grand  que  l’autre. 
Et  dans  1^  cas  donc  où  les  itombres  forrr 

. Y iii 
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égaux , la  différence  étant  nulle  ou  zéro , 
fl  l’on  demande  de  combien  un  des  nom- 
bres ell:  plus  grand  que  l’autre  , on  répon- 
dra , de  rien.  Par  exemple , 6 étant  = 2.3  , 
la  différence  entre  6 & 2.3  efl  o. 

382. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ne  font 
pas  égaux , comme  5 & 3 , & qu’on  de- 
mande de  combien  5 eft  plus  grand  que  3 , 
la  réponfe  eft  , de  2 j & elle  fe  détermine 
en  Ibuft rayant  3 de  5.  De  même  15  eft 
plus  grand  que  5 , de  10  j & 20  furpaffe  8 
de  |2. 

383. 

Nous  avons  donc  trois  chofes  à confi- 
dérer  ici:  1°.  le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres j 2°.  le  plus  petit , & 3°.  la  différence* 
JEt  ces  trois  quantités  ont  entr’elles  une  liai- 
fon  telle , que  deux  des  trois  étant  données, 
elles  déterminent  toujours  la  troifîeme. 

Soit  le  plus  grand  nombre  le  plus 
petit  ==é,  ia  différence  on  trou* 
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vera  la  différence  d en  fouûrayant  ^ de  a , 
de  façon  que  d—a  — b ; d’où  l’on  voit 
comment  a & ^ étant  donnés  on  peut  trou- 
ver d, 

384- 

Mais  fi  c’eft  la  différence  qui  eft  donnée 
avec  le  plus  petit  des  deux  nombres,  ou 
ce  fera  le  nombre  plus  grand  qu’on  pourra 
déterminer , favoir  en  ajoutant  enfemble  la 
différence  & le  nombre  plus  petit , ce  qui 
donne  a=zb-\-d.  Car  fi  on  ôte  de  b-^d 
le  moindre  nombre  il  refte  d,  qui  eft 
la  différence  connue.  Soit  le  moindre  nom- 
bre = 12,  la  différence  = 8 , le  nombre 
plus  grand  fera  = 20. 

385. 

Enfin  fi  outre  la  différence  d le  plus  grand 
nombre  a eft  donné , on  trouve  l’autre  nom- 
bre  b en  fouftrayant  la  différence  du  plus 
grand  nombre , ce  qui  fait  qu’on  a b=za — <L 
Car  fi  j’ôte  le  oorabre  a — «/du  nombre; 

V iv 
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plus  grand  a , il  f elle  d , qui  eft  la  différence 
donnée. 

386. 

La  liaifon entre  ces  trois  nombres  a,b,d 
eft  donc  telle  qu’on  en  tire  les  trois  dé- 
terminations fuivantes  : d— a — b ; 

2°.  a=b^d  ; 3°.  b=a  — d ; & fi  une 
de  ces  trois  comparaifons  eft  jufte  , il  faut 
néceffairement  que  les  deux  autres  le  foient 
aufli.  Donc  en  général  fi  ^ = x-\^y , il 

faut  abfolument  que y=i—r-x  & — y, 

/ 

387-, 

Il  eft  à remarquer  au  fujet  de  ces  raifons 
arithmétiques , que  fi  l’on  ajoute  aux  deux 
nombres  a & ^ un  nombre  c pris  à volonté , 
ou  qu’on  l’en  fouftraie , la  différence  refte 
la  même.  C’eft- à-dire  que  fi  c/  eft  la  dif- 
férence entre  a & ^ , ce  nombre  d fera 
aufli  la  différence  entre  a~^c  & b^c , & 
entre  a — c & b — c.  Par  exemple,  la  dif- 
férence entre  les  nombres  20  & 1 2 étant  8 y 
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cette  différence  reftera  la  meme,  quelque 
nombre  qu'on  ajoute  à ces  nombres  20 
& 1 2 , & quelque  nombre  qu’on  en  re- 
tranche. 

388. 

La  preuve  en  eft  évidente.  Car  h a — ^ 
on  a aufli 

de  même  (a — c) — (6 — c)=d, 

389.  ■ 

Si  on  double  les  deux  nombres  a Sc  6 , 
la  différence  deviendra  double  aufli.  Ainfi 
quand  a — l>=d,  on  aura  la  — ih—xd; 
& en  général  na  — nb=nd^  quelque  nom- 
bre qu’on  prenne  pour  n. 


\ 
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CHAPITRE  II. 


Des  Proportions  arithmétiques. 


390. 

I^ORSQUE  deux  rapports  arithmétiques 
font  égaux , cette  égalité  fe  nomme  une 
proportion  arithmétique. 

Ainfi  quand  a — b=d  & p — q—^y  de 
forte  que  la  différence  eft  la  même  entre 
les  nombres  p Se  q ^ qu’entre  les  nombres 
a & ^ , on  dit  que  ces  quatre  nombres  for- 
ment une  proportion  arithmétique  ; on 
l’écrit  a — b=p — q , & on  indique  claire- 
ment par  là  que  la  différence  entre  a ôc  h 
eft  égale  à la  différence  entre  pdt.q. 


391. 

Une  proportion  arithmétique  confifte 
donc  dans  quatre  termes , qui  doivent  être 
tels , que  fi  on  fouftrait  le  fécond  du  pre- 
mier , le  refte  fe  trouve  le  même  qu’en 
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1 

ibuftrayant  le  quatrième  du  troi(ieme.  Ainfi 
ces  quatre  nombres  12,  7,9,  4 forment 
une  proportion  arithmétique  , parce  que 
12—7=9—4  (•). 


392. 

. Quand  on  a une  proportion  arithméti- 
que comme  a — b—p  — on  peut  faire 

changer  de  place  au  fécond  & au  troi- 
iîeme  terme,  en  écrivant  a — p-=ib — q; 
cette  égalité  ne  fera  pas  moins  vraie.  Car 
puifque  a — b—p — q,  qu’on  ajoute  d’abord 
b des  deux  côtés,  on  aura  a=:b-^p — q. 
Qu’on  fouftraie  enfuite  p des  deux  côtés , 
on  aura  a — p::^b  — q. 

Ainfi , comme  1 2 — 7=9 — 4 , pn  a auflî 
1 2— 9=7— 4. 


393- 


On  peut  aufli  dans  toute  proportion  arith- 
métique , mettre  le  fécond  terme  à la  place (*) 


(*)  Pour  défigner  que  ces  nombres  font  une  telle  pro- 
portion , quelques-uns  les  écrivent  ainfi:  12.7:9.4. 
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du  premier , fi  on  fait  en  même  temps  une 
tranfpofition  pareille  du  troifieme  & du 
quatrième.  C’eft-à-dire  que  fi  a — bz=zp — y, 
on  "aura  auffi  h — a=iq — p.  Car  b — a eft 
'la  négative  de  a — b , & de  même  q — p 
eft  la  négative  de  p — q.  Ainfi , puifque 
12 — 7=9 — 4>  oiï  a pareillement  7 — ix 
==4—9. 

394- 

Mais  la  propriété  principale  d’une  pro- 
portion arithmétique  quelconque  eft  celle- 
ci  : que  la  fomme  du  fécond  & du  troifieme 
terme  eft  égale  conftamment  à la  fomme 
du  premier  & du  quatrième  terme.  Cette 
propriété  , à laquelle  il  faut  bien  faire  at- 
tention , s’exprime  aufli  de  cette  façon  : la 
fomme  des  moyens  eft  égéle  à la  fomme 
des  extrêmes.  Ainfi , comme  1 2 — 7=9 — 4, 
on  a 7-j~9=i2-|-4  ; & en  effet  la  fomme 
eft  16  de  part  & d’autre. 
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395- 

Soit , pour  démontrer  cette  propriété 
principale  , a — b=zp — q j (i  on  ajoute  de 
part  & d’autre  b-\-q , on  a a-\-q=B~\-p  j 
c’eft-à-dire  que  la  fomme  du  premier  & 
du  quatrième  terme  eft  égale  à la  fomme 
du  fécond  & du  troifieme.  Et  réciproque- 
ment J ü quatre  nombres  ^ a , b , p , q , font 
tels  que  la  fomme  du  fécond  & du  troi- 
fieme eft  égale  à la  fomme  du  premier  & 
du  quatrième,  c’eft-à-dire  que  b-\-p=ui-^q ^ 
on  en  conclut , fans  pouvoir  fe  tromper , 
que  ces  nombres  font  en  proportion  arith- 
métique, & que  a — b=p — q.  En  effet, 
puifque  a-^q=:b^p , fi  on  fouftrait  de  l’un 
& de  l’autre  côté  b-\-q , on  obtient  a — b 

=p—q. 

Ainfi  les  nombres  18,  13,  15,  10  étant 
tels  que  la  fomme  des  moyens^  13  + 15 
= 18  eft  égale. à la  fomme  des  extrêmes 
18+10=28  , on  eft  certain  qu’ils  forment 
aufli  une  proportion  arithmétique  , & par 
conféquent  que  18 — 13=15 — lo» 
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396. 

II  eft  facile  au  moyen  de  la  propriété 
dont  nous  parlons , de  réfoudre  la  queftion' 
qui  fuir  ; les  trois  premiers  termes  d’une 
^ proportion  arithmétique  étant  donnés 
trouver  le  quatrième  ? Soient  a , p ces 
trois  premiers  termes  , & exprimons  par  q 
le  quatrième  qu’il  s’agit  de  déterminer,  nous^ 
aurons  a-]^q=J}-^p fouftrayant  enfuite  à 
de  part  & d’autre , nous  obtenons  q=J)-\-p 
— a.  Ainli  le  quatrième  terme  fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  le  fécond  & le  troifieme, 
& en  fouftrayant  de  cette  ibmme  le  fécond* 
Suppofez,  par  exemple  , que  19,  28,  13 
Ibient  les  trois  premiers  termes  donnés  , là 
fomme  du  fécond  & du  troisième  eft  = 4 1 j 
ôtez-en  le  premier  qui  elt  10,  1!  refie  iz 
pour  le  quatrième  terme  cherché  , & la 
proportion  arithmétique  fera  indiquée  par 
19 — 28:=i3 — 22,  ou  par  28  — 19  = 2* 
— 13  , ou  par  28 — ^22=19 — 13. 
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Lorfque  dans  une  proportion  arithmé- 
tique le  fécond  terme  eft  égal  au  troifieme  ^ 
on  n’a  que  trois  nombres  , mais  dont  la 
propriété  eft  telle , que  le  premier  moins 
le  fécond  fait  autant  que  le  fécond  moins 
le  troifieme , ou  bien  que  la  différence  entre 
le  premier  & le  fécond  nombre  efl  égale 
à la  différence  entre  le  fécond  & le  troi- 
tieme.  Les  trois  nombres  19,  15,  1 1 font 
de  cette  efpece,  puifque  19 — 1 5=1 5 — ii- 

398. 

« 

On  dit  de  trois  nombres  tels  que  ceux-là , 
qu’ils  forment  une  proportion  arithmétique 
continue  , & on  le  défigne  quelquefois  par 
le  fjgne  , en  écrivant , par  exemple  , 
-^19,  I ç , II.  On  nomme  auffi  ces  fortes 
de  proportions  des  progrejjlons  arithméti- 
ques , fur-tout  s’il  y a un  plus  grand  nombre 
de  termes  qui  fe  fuivent  conformément  à, 
la  même  loi. 


J 20  <E  L È M E N 5' 

Une  progreffion  arithmétique  peut  êtr^ 
ou  croijj'ante  ou  décroijfante,  La  première 
dénomination  lui  convient  quand  les  termes 
vont  en  augmentant , c’eft-à-dire , quand 
le  fécond  furpaffe  le  premier,  & que  le 
/ troilieme  furpaffe  d’autant  le  fécond , com- 
me ces  nombres-ci,  4 , 7,  10.  La  progref- 
fion décroiffante  eft  celle  où  les  termes  vont 
toujours  en  diminuant  de  la  même  quan- 
tité , tels  font  les'  nombres  9 , 5 , i . 

399- 

Suppofons  que  les  nombres  a,  B,  c foient 
en  progreffion  arithmétique  , il  faut  que 
À — fi — c,  d’où  il  fuit',  à caufe  de  l’éga- 
lité de  la  fomme  des  extrêmes  & de  celle 
des  moyens , que  ib=a-\-c  ; & fi  on  foufi* 
trait  a de  part  & d’autre , on  2lc:=iB — a, 

400. 

Ainfi  quand  les  deux  premiers  termes,' 
a,  B , d’une  progreffion  arithmétique  font 
donnés , on  trouve  le  troifieme , en  ôtant 

le 


/ 
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le  premier  du  double  du  fécond.  Soient 
1 & } les  deux  premiers  termes  d’une  pro- 
greflion  arithmétique  , le  troifieme  fera 
=2.3 — 1=5.  Et  ces  trois  nombres  1,3,5, 
donnent  la  proportion  i — 3=3 — 5. 

401. 

On  peut , en  fuivant  la  même  voie , aller 
plus  loin  & continuer  la  progreflion  arith- 
métique aufli  loin  qu’on  voudra:  on  n’a 
qu’à  chercher  le  quatrième  terme  moyen- 
nant le  fécond  & le  troilieme , de  la  même 
maniéré  qu’on  a déterminé  le  troifieme  au 
moyen  du  premier  & du  fécond , & ainfil 
de  fuite.  Soit  a le  premier  terme , & ^ le 
fécond,  le  troifieme  fera  = — a,  le 

quatrième  —^b — la — b=:'^b — la , le  cin- 
quième 6b — 4a — ib-^a=:4b — 3 a , le  fi- 
xieme  =8^ — 6a — "^b-\-xa=.<^b — 4a,  le 
feptieme  =10^ — Sa — 4b-\--^a^6b — 5a* 


Tome  /, 


X 


CHAPITRE  III. 

Des  ProgreJJîons  Arithmétiques, 


402. 

J^ous  avons  infinué  qu’on  nomme  pro- 
grejjîon  arithmétique  une  fuite  de  nombres 
compofée  d’autant  de  termes  qu’on  veut, 
lefquels  croiffent  ou  décroiflent  toujours 
d’une  même  quantité. 

Ainfi  les  nombres  naturels  écrits  par  or- 
dre , comme  i,  2,  3»  5»  ^9 

9 , 10 , &c.  forment  une  progreffion  arith- 
métique , parce  qu’ils  augmentent  toujours 
'de  l’unité  J & 1^  fuite  25,  22,  19,  16, 
13,  10,  7,4»  eft  aulTi  une  telle 

progreffion,  puifque  ces  nombres  dimi** 
nuent  conftamment  de  3. 

403. 

Le  nombre  ou  la  quantité  dont  les  termes 
d’une  progreffion  arithmétique  deviennent 
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^îus  grands  ou  plus  petits , fe  nomme  la 
différence.  Ainfi  quand  le  premier  terme  eflî 
donné  avec  la  différence , on  peut  conti- 
nuer la  progreflion  arithmétique  aufli  loin 
qu’on  voudra.  Soit , par  exemple  , le  pre- 
mier terme  = 2 , & la  différence  =3* 
on  aura  la  progreflion  croiflante  qui  fuit  : 
2,5,8,11,  14, 17, 20, 23 , 26, 29,  &c* 
où  chaque  terme  fe  trouve  en  ajoutant  la 
différence  au  terme  précédent. 

404.  . 

On  a coutume  d’écrire  les  nombres  na- 
turels , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , &c.  au-deflus  des 
termes  d’une  telle' progreflion  arithmétique, 
afin  qu’on  reconnoiffe  d’abord  le  rang  oii 
un  terme  quelconque  fe  trouve  être  dans 
la  progreflion.  On  peut  nommer  ces  nom- 
bres écrits  au  - deffus  des  termes , des  in- 
dices i ainfi  l’exemple  cité  s’écrira  comme 
il  fuit  : 

' Indices  , 1,2,3,  4,5,6,7,8,9,10 
Prog.  arithm.  2, 5 ,8 , 1 1 , 1 4, 1 7, 20, 2 3 , 16, 29I 

X ij 
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&c.  où  l’on  voit  que  29  eft  le  dixiemê 
terme. 

405. 

Soit  a le  premier  terme , & la  diffé- 
rence , la  progreflion  arithmétique  conti- 
nuera dans  cet  ordre  ; 

12  3 4 5 ^ 7 . 

d^cL-^6d ^ &c« 

par  lequel  on  voit  qu’il  eft  facile  de  trou- 
ver auffi-tôt  un  terme  quelconque  de  la 
progreflion , fans  qu’il  foit  néceflfaire  de 
connoître  tous  les  termes  précédens , & 
uniquement  par  le  moyen  du  premier  terme 
fl  & de  la  différence  d.  Par  exemple , le 
dixième  terme  fera  —a-^(^d,  le  centième 
terme  = ^ général  le  terme 

n quelconque  fera  =a-j-(/i — i)d,  ‘ 

406. 

Lorfqu’on  s’arrête  en  quelqu’endroit  de 
la  progreflion , il  eft  effentiel  de  faire  at- 
tention au  premier  & au  dernier  terme. 
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& l’indice  du  dernier  indiquera  le  nombre 
des  termes.  Si  donc  le  premier  terme 
la  différence,^  c/,  & le  nombre  des  termes 
= « , on  a le  dernier  terme  1=  a-|-(/r — 1 ')d^ 
lequel  fe  trouve  par  .conféquent  en  mul- 
tipliant la  différence  par  le  nombre  des  ter- 
mes moins  un , & ajoutant  à ce  produit  le 
premier  terme.; 

Suppofez,  par  exemple , une  progreflîon 
arithmétique  de  cent  termes , dont  le  pre- 
mier = 4,  & que  la' différence  foit  = 3, 
le  dernier  terme  fera=99.3-j-4=30i,  ' 

; ..  ^ 40% 

: Lorfqu’on  connoît  le  premier  terme  a Sc 
le  dernier  , avec  le  nombre  des  termes 
=n,  on  peut  trouver  la  différence  d.  Car 
puifque  le. dernier  terme  — \)dy 

fl  on  fouftrait  de  part  & d’autre  a , ori  ob- 
tient :^-^a={n — i)d.  Ainfî  en  fouflrayant 
le  premier  terme  du  dernier,  on  a le  produit 
de  la  différence  multipliée  par  le  nombre 
des  termes  moins  i.  On  n’aura  donc  qu’à 

' X iii 
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divifer  « par  n — i pour  obtenir  l'a  valeur 

cherchée  de  la  différence  d,  qui  fera=^. 
Ce  réfultat  fournit  cette  réglée  on  fouftraît 
Je  premier  terme  du  dernier  ferme  , & on 
divife  le  refte  par  le  nombre  des  termes 
diminué  de  l’unité , le  quotient  eft  la  dif- 
férence ; par  le  moyen  de  laquelle  on  eft 
en  état  enfuite  d’écrire  toute  la  progreflion, 

. • 4^^’  - , ; 

Suppofons , par  exemple , une  ^rogref- 
(ion  arithmétique  de  neuf  termes , dont  lé 
premier  foit  = 2 , & le  dernier  =16  , 
qu’il  s’agiffe  de  trouver  la  différence.  Il 
faudra  donc  fouffraire  le  premiér  terme  2 
du  dernier  26  & divifer  le  refte qui  eft 
^4,  par  9—1  , c’eft-à'dire  par  8 ; le  quo- 
dent  3 fera  égal  à la  différence  ■cherché.e', 
^ Ja  progreflion.'emiere  fera:  , ,:i. 

'I  2 3.4  5.6  7 - 8 ; 9 

.,2,  5,  8,  U,  14,  17,  20y  237'26.  ! 
^ ^Suppolbns , pour  donner  un  autre  exen> 
pie,  que  le  premier  terme  foit  =i^ic 


Digitized  by  LiOO^I 


£>*  A L G E B R e1  327 

"dernier  = 2 , le  nombre  des  termes  = 10, 
& qu’on  demande  la  progrefllon  arithmé- 
tique qui  répond  à ces  fuppofitions , nous 
aurons  auffi-tôt  pour  la  différence 
& de-là  nous  conclurons  que  la  progreffion 
eft  : 


2 

» 


3 


4 

I-  I?- 


5678 


S » 


- 1- 

9>  S » *9^ 


9 

-I. 


10 

2. 


Autre  exemple.  Soit  le  premier  terme 
ç=2^,  le  dernier  = 1 2 ^ , & le  nombre 
des  termes  = 7 , on  aura  la  différence 


■H 


ïO-g  61  ,15 


‘36 


7—1  6 

féquent  la  progreffion: 

123456  7 ^ 

^3>  4j6>  5tT»  7iT»  9?»  ' 

r 409.  " ' 

Maintenant  fi  les  données  font  le  pré- 
mier  terme  a , le  dernier  terme  { & la  dif- 
férence d,  elles  font  trouver  le  nombre 
'des  termes  n.  Car  puifque  a=(;z — j )d , 

■on  4ivifera  des  deux  côtés  par  , & on  aura. 

X iv 
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Or  n étant  de  i plus  grand 
que  n — i , on  a • par  confé- 

quent  le  nombre  des  termes  fe  trouve  en 
(divifant  la  différence  entre  le  premier  & 
le  dernier  terme,  ou  — a,  par  la  diffé- 
rence de  la  progrefîion , & en  ajoutant  ^ 
Tunité  au  quotient 

Soit , par  exemple  , le  premier  terme 
p=4,  le  dernier  =ioo,  & la  différence 
F=  1 2 , le  nombre  des  termes  fera— -j-i  j 
& voici  quels  feront  ces  neuf  termes  : 
123  4j  678  9 

4,  16,  28,  40,  52,  64,  76,  88,  100. 

Si  ie  premier  terme  =2 , le  dernier  = <î, 
6c. la  différence  = i j,  le  nombre  des  ter- 

fnes  fera  -f- 1 = 4 , & ces  quatre  termes 

t J 

./etont 

. * * 3 4 . . 

: ^ » 3 7 » 4 7 , 

Soit  encore  le  premier  terme  = 3^,  le 
. dçiniçr  ~ 7 J , & la  différence  =?  1 J , 1^ 
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m 1 J. 

nombre  des  termes  fera  :=  ~ — ^ 4”  * 
t=4î  & voici  ces  quatre  termes: 

3j»  4j»  ^9»  7f 

410. 

Mais  il  faut  obferver  que  le  nombre  des 
termes  devant  être  néceffairement  un  nom- 
Jjre  entier  , fi  on  n’avoit  pas  trouvé  un  tel 
nombre  pour  n dans  les  exemples  de  l’ar- 
ticle précédent , les  queftions  auroient  été 
abfurdes. 

Toutes  les  fois  donc  qu’on  ne  trouvera 
pas  un  nombre  entier  pour  la  valeur  de 
il  fera  impoflible  de  réfoudre  la  quef- 
tion  i & par  conféquent  pour  que  ces  fortes  ^ 
de  queftions  foient  poflibles  , il  faut  que 
J — a foit  divifible  par  d,  ^ 

41 1. 

On  conclura  de  ce  que  nous  avons  dit , 
qu’on  a toujours  quatre  quantités  ou  élé- 
mens  à confidérer  dans  une  progreflion 
arithmétique; 
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* ^ 

I.  le  premier  terme  <2, 

II.  le  dernier  terme  ^ 

III.  la  différence  d , 

IV.  le  nombre  des  termes  n. 

Et  les  rapports  de  ces  quantités  les  unes 
aux  autres  font  tels , que  fi  on  en  connoît 
trois , on  eft  en  état  de  déterminer  la  qua- 
trième; car:  ^ 

S\  a , d n font  connus , on  a ;j=a 

-|-(/z — I )d. 

IL  Si  d 8>c  n font  connus,  on  a a=z'^ 
— (n  — i)d, 

III.  Si  a,  & /Z  font  connus , on  a d='^-, 

IV.  Si  a , i^^cd  font  connus , on  a /z 


V 
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' C H A P I T R E IV. 

De  la  Sommation  des  P rogre£îons 
arithmétiques, 

* 412. 

O N a fbuvent  befôin  aufli  de  prendre 
la  Tomme  d’une  progreflion  arithmétique. 
On  la  trouveroit  en  ajoutant  enfemble  tous 
les  termes  ; mais  comme  cette  addition 
feroit  très  - prolixe  , quand  la  progreflion 
confifle  en  un  grand  nombre  de  termes , 
on  a imaginé  une  réglé , par  le  fecours  de 
laquelle  on  trouve  très  facilement  la  fomme 
‘dont  nous  parlons.  ^ 

. ■ .413- 

Nous  confidérerons  d’abord  une  progref- 
fion  de  cette  efpece  qui  foit  donnée  , & 
telle  que  le  premier  terme  = 2 , la  diffé- 
rence = 3 , le  dernier  terme  =29  , & le 
fîombre  des  termes  =10:-  • • 


; 
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1234  5 6 7 8 9 10 

2,  ç,  8,  1 1 , 14,  17,  20,  23,  26,  29. 

Nous  voyons  que  dans  cette  progreffion 
la  fomme  du  premier  & du  dernier  terme 

3 1 i la  fomme  du  fécond  & du  pénul- 
tième = 3 I ; la  fomme  du  troifieme  de 
l’antépénultieme  = 31  , & ainfi  de  fuite  ; 
& nous  en  conclurons  que  la  fomme  de 
deux  termes  quelconques  également  éloi- 
gnés l’un  du  premier  & l’autre  du  dernier 
terme,  eft  toujours  égale  à la  fomme  du 
premier  & du  dernier  terme. 

414. 

Il  eft  facile  d’en  faifir  la  raifon.  Car  fî 
nous  fuppofons  le  premier  terme  =a,  le 
dernier  = & la  différence =c/,  la  fomme 

du  premier  & du  dernier  terme  eff  > 

& le  fécond  terme  étant  :=za-\-d  & le  pé- 
nultième — d , la  fomme  de  ces  deux 

termes  eff  aulS  Enfuite  le  troifieme 

terme  étant  a-^id^  & l’antépénultieme 
— id,  il  efl  clair  que  ces  deux  termes 
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ajoutés  e'nfemble  font  auffi 
montrera  la  même  chofe  de  tous  les  autres. 

415- 

Pour  parvenir  donc  à déterminer  la  fem- 
me de  la  progrelïion  propofée  on  écrira 
deflbus , terme  pour  terme  , la  même  pro- 
greffion  prife  à rebours , & on  fera  l’ad- 
dition des  termes  correfpondans.,  comme 
il  fuit  : 

2 +5  +8  +11+14+17+10+23+26+29 
29+26+23+20+17+14+11+  8+  5+  2 

31+31  + 31+31+31+31+31+31+31+31- 
• Cette  fuite  de  termes  égaux  ell  évidem- 
ment égale  au  double  de  la  fomme  de  la 
progreffion  propofée  ; or  le  nombre  de 
ces  termes  égaux  eft  10,  comme  dans  la 
progreffion  , & leur  fomme , par  confé- 
quent , = i 0.3 1=3 1 o.  Ainfî , puifque  cette 
fomme  eft  le  double  de  la  fomme  de  la 
progreffion  arithmétique  , il  faut  que  cette 
fomme  cherchée  foit  =155. 
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416. 

Si  on  procédé  de  la  même  maniéré  à 
l’égard  d’une  progreflion  arithmétique  quel- 
conque , dont  le  premier  terme  foit 
le  dernier  ={,  & le  nombre  des  termes! 
—n;  en  écrivant  fous  la  progrefRon  don- 
née la  même  progreffion  en  rétrogradant, 
on  aura , en  faifant  l’addition  terme  à terme, 
une  fuite  de  n termes , dont  chacun  fera 
z=a-\-ii  la  fomme  de  cette  fuite  fera  par 
conféquent  , & elle  fera  le 

double  ^e  la  fomme  de  la  progreffion  arith- 
métique propofée  j celle  - ci  fera  donc 

417. 

Ce  réfultat  fournit  une  méthode  facile 
pour  trouver  la  fomme  d’une  progreffion 
arithmétique  quelconque  j elle  fe  réduit  à 
cette  réglé: 

Multipliez  la  fomme  du  premier  & du 
dernier  terme  par  le  nombre  des  termes , 


/ 


^ Digiiized  by  Google 


T>* A L G E B R E, 

la  moitié  du  produit  indiquera  la  forame 
de  toute  la  progreffion. 

Ou , ce  qui  revient  au  même,  multipliez 
la  fomme  du  premier  & du  dernier  terme 
par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Ou  bien , multipliez  la  moitié  de  la  fom- 
me  du  premier  & du  dernier  terme  par  le 
nombre  total  des  termes.  Ces  deux  maniérés 
d’énoncer  la  réglé , donnent  également  la 
fomme  de  la  progrellion. 

418. 

Il  fera  néceflaire  d’éclaircir  cette  régla 
par  quelques  exemples. 

Soit  d’abord  la  progreffion  des  nombres 
naturels,  i , 1,  3 &c.  jufqu’à  100,  dont 
il  s’agiffe  de  trouver  la  fomme.  Celle  - ci 
fera  par  la  première  réglé  =50 

,101  = 5050. 

Si  on  demande  combien  de  coups  une 
horloge  Tonne  en  douze  heures  ? il  faudra 
ajouter  enfemble  les  nombres  1,2,  3 juf- 
qu’â  1 2 J or  cette  fomme  fe  trouve  fur  le 
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J champ  ==î^=6.i3  =78.  Que  fi  l*ofi 
vouloit  favoir  la  fomme  de  la  même  prcH 
greffion  continuée  jufqu’à  1 000 , on  trou- 
veroit  500500  ; & la  fomme  de  cette  pro- 
greflion,  continuée  jufqu’à  10000,  feroit 
50005000. 

419. 

Autre  queft'ion.  Quelqu’un  acheté  un  che- 
val , fous  la  condition  que  pour  le  premier 
clou  il  payera  5 fous , pour  le  fécond  8 , 
pour  le  troifieme  1 1 , Ôc  pareillement  tou- 
jours 3 fous  de  plus  pour  chacun  des  lui- 
vans  : le  cheval  a 3 z clous  < on  demande 
combien  il  coûtera  à l’acheteur? 

On  voit  qu’il  s’agit  ici  de  trouver  la  fom- 
me  d’une  progreffion  arithmétique , dont 
le  premier  terme  eft  5 , la  différence  = 3 , 
& la  fomme  des  termes  =32.  Il  faut  donc 
commencer  par  déterminer  le  dernier  ter- 
me ; on  le  trouve  (par  la  réglé  des  arti- 
cles 406,  41 1)  =5-|-3 1. 3^=198.  Mainte- 
nant la  fomme  cherchée  fe  trouve , fans 
* difficulté  y 
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difficulté , = = 1 03 . 1 6 } d’où  l’on 

conclut  que  le  cheval  coûte  1648  fous, 
ou  81  liv.  8 f. 

% • 

420. 

Soit  en  général  le  premier  terme  — 
la  différence  ::=zd^  & le  nombre  des  termes 
=/zy  & qu’il  s’âgiffe  de  trouver,  par  le 
moyen  de  ces  données , la  fomme  de  toute 
la  progreffion.  Comme  le  dernier  terme 
doit  être  =d-\~  (ji — i ) t/,  la  fomme  du  pre- 
mier & du  dernier  fera  =^ia~^-(n i)<4 

Multipliant  cette  fomme  par  le  nombre  des 
termes  /z,  on  a ina-^n(^n — i)d ; donc  la 
fomme  cherchée  fera 
^ Cette  formule  appliquée  à l’exemple  pré- 
cédent, où  ^ & '^=32,  donne 

^ 5*3^+-^  ==160+1488==, 648  i la 

meme  fomme  qu  on  avoit  trouvée. 

421. 

S il  eff  queffion  d’ajouter  enfemble  tous 
les  nombres  naturels  depuis  i jufqu’à  n on 
Tome  J.  Y ' < 
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a pour  trouver  cette  Tomme  : le  premier 
terme  , le  dernier  terme  =/z,  & le 
nombre  des  termes  donc  la  fomme 
cherchée 

X X 

Si  on  fait  ^=1766,  la  fomme  de  tous 
les  nombres,  depuis  i jufqu’à  1766,  fera 
= 883.1767=1 560261, 

422. 

Soit  propofée  la  progreffion  des  nombres 
impairs,  i , 3 , 5 , 7 , &c.  continuée  juf- 
qu’à n termes , & qu’on  en  demande  la 
fomme  : 

Le  premier  terme  eft  ici  =i , la  diffé- 
rence = 2,  le  nombre  des  termes  =/z,- , 
le  dernier  terme  fera  donc  =i-|-(/i — 1)2 
= 2« — i,  & par  conféquent  la  fomme 
cherchée  =.nn. 

Tout  fe  réduit  donc  à multiplier  le  nom- 
bre des  termes  par  lui-même.  Ainh  quel  que 
foit  le  nombre  des  termes  de  cette  progref- 
fion qu’on  ajoute  enfemble , la  fomme  fera 
toujours  un  quarré  , favoir  le  quarré  du 
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fiombre  des  termes.  C’eft  ce  que  nous  allons 
mettre  fous  les  yeux  : 

Indic.  1,2,3,  4,  ç,.  jQ 

Progrej:  1,3,5, 7,  % * 5)*7>»9  &C4 

Somme , 1,4,9,  * ^ 5 »3 <^>49 j<^4^8i,ioo  &c. 

/\  4^3* 

Soit  à préfent  le  premier  terme  =:  i „ la 
différence  =3  , & le  nombre  des  termes 
, on  aura  la  progreffion  1,4,7,  10» 
&c.  dont  le  dernier  terme  ferâ=ri+(/2— 3)  j 
2 J donc  la  fomme  du  premier 
& du  dernier  terme  =3/1  — i , & par 
conlequent  la  Ibmme  de  cette  progreffion 

ffippofe  n=iOy  la 
fomme  eft  = i o.  5 9 = 5 90, 

424. 

Soit  encore  le  premier  terme  = 1 , la 
différence  =df  & le  nombre  des  termes 
c=;z,  le  dernier  terme  fera  = i-|-(/2 — i)d. 
Ajoutant  le  premier  on  a — i)d,  & 
multipliant  par  le  nombre  des  termes  on 

Yij 
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a in^n(n — i)dy  d’où  fe  déduit  la  foinme 

de  la  progreffion  — » 

Joignons  ici  la  petite  table  qui  fuit: 

Si  I , la  fomme  eft  =n+  ^ 

„+ï;!^=.. 

■ </:^4 »+4^-* 

■ d=1 


’lîîîzlî 


2 

6n(fl— l) . 


i=6 «4  , 

J=7 «4 


2 

3ffA-a» 
7»«— j« 


ft=:8 n-\-  4«,-3, 

</— 9 

I - I lOnC/i-l) 

d=lO ^~T — I — — î««-4« 

&c. 
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CHAPITRE  V. 

i \ , 

Des  Nombres  figurés  ou  polygones» 

42J,- 

JLjA  fommation  des  progreflîons  arithmé- 
tiques qui,commencent  par  i , & dont  la 
di|îerence  eft  i ou  zou  3 , ou  quelqu’autre 
nombre  entier  que  ce  foit-,  cette  fomma- 
tion*,  dis -je  , nous  conduit  à la  théorie 
des  nombres  polygones , lefquels  fe  forment 
quand  on  ajoure  enlemble.quelques  termes 
de  l’une  ou  de  l’autre  de  ces  progrefliôns. 

. '4^6.  . / 

Si  on  Tuppofe  la  différence  =r  ; puifque 
le  premier  terme  efl  çonftamment  , on 
aura  la  progrefSon  arithmétique , i , 1,3, 
4 J 5 » 7»  8,  9,  10,  Il , 12,  &c.'  Et 

fi  dans  cette  progreffion  on  prend  la  fomme 
de  un , de  deux , de  trois  &c.  termes , on 
verra  fe  former  cette  fuite  de  nombres: 

Y ni 


i 
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3» j 3^»  4$»  ^ Ç J &d« 
car  i:=i  , 1+2=3 , i+2+3=;<^,  1+2 
+3+4=10,  &c. 

Ces  nombres  on  les  nomme  triangulaires 
ou  trigonaux , parce  qu’on  peut  toujours 
ranger  en  triangle  autant  de  points  qu’ils 
contiennentU’unités , comme  on  y avoir: 

136  10  M . 

m •••  ••••  ••••• 

« , •«  ••  • •••• 

4 , • • , • * • 


21 , • .28, 


427, 


On  voit  dans  tous  ces  triangle^  cop^bie.a 
chaque  côté  contient  de  points.’  'Dans  le 
premier  triangle  il  n’y  a qu’un  point  ; dans 
le  iecond  il  y en  a denx  y dans  le  troiHeme 
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il  y en  a trois  ; dans  le  quatrième  il  y en 
a quatre,  &c.  Ainfî  les  nombres  triangu- 
laires , ou  le  nombre  des  points  (qu’on  nom- 
me Amplement  le  triangle') , fe  règlent  fur 
le  nombre  des  points  que  contient  le  côté-, 
lequel  nombre  on  nomme  en  un  mot  le'  ché» 
C’ell-à-dire  que  le  troifieme  nombre  trian- 
gulaire , par  exemple , ou  le  troifieme  trian- 
gle , eft  celui  dont  le  côté  a trois  points 
le  quatrième , celui  dont  le  côté  eft  quatre, 
& ainfi  de  fuite  j & voici  comment  nous 
repréfenterons  cette  propriété  : 

Côtl  . 

Triangle  , 


Côté  . : ï à i 
Triangle  J * • • • 


344  E L Ê M E N s 

428. 

Il  fe  préfente  donc  ici  la  queflion , com- 
ment, le  côté  étant  donné , on  doit  détermi- 
ner le  triangle  ? Et  après  ce  que  nous  avons 
expofé , nous  y fatisferons  facilement. 

Car  foit  le  côté  = /z , le  triangle  fera 
1— 1“  2 4“  3 H”  44“  • • • » zz.  Or  la  fomme  dç 
cette  progreffion  eft  = ; par  confé- 

qtient  la  valeur  du  triangle  eft^^  (*). 

, Et  II  zz;=i*,  le  triangle  eft  = i , 

fl  Tf=x , -r = 3 » 

fin=3,—  — ~ — ^6, 

fi  7Z=4, — = 10, 

& ainft  de  fuite.  .Lgrfque  /z.=i  00 , le  trian- 
gle fera  = 5050I 

429» 

On  nomme  cette  formule  , la  for- 
mule, générale  des  nombres  triangulaires  j 

(*)  M,  de  Joncourt  a publié  à la  Haye  en  1762  une 
table  des  nombres  trigonaux,  qui  répondent  à tous  les 
nombres  naturels  depuis  1 jufqu’à  2C^oo.  Cés  tables  peu- 
vent être  utiles  pour  faciliter  ,un  grand  nombre  d’opéja- 
tions  arithmétiqites , comme  l’Auteur  le  £ïit  voir  dans  une 
IntroduéUon  fort  étendue^ 
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parce  que  par  foii  fecours  on  trouve  le 
nombre  triangulaire  , ou  le  triangle , qui 
répond  à un  côté  quelconque  indiqué  par  /z. 

On  peut  transformer  cette  formule  en 
celle-ci,  & cela  fert  même  à fa- 

ciliter le  calcul , parce  que  toujours  un  des 
deux  nombres  n , ou  zz-j-i,  eft  un  nombre 
pair , & par  conféquent  divifible  par  2. 

, C’eft  ainfi  que  ü /z—ii,  le  triangle  eft 
=*-—=6.13=78.  Et  que  fi  /i=i5  , le 
iriangle  eft  =J~  = 14.8  =120,  &c. 

430. 

Qu’on  fuppofe  à préfent -là ‘différence 
=:  2 , on  aura  la  progreffion  arithmétique 
fujvante  : . . . 

5»  7»  9>  h y 

dont  les  fômmes  , ‘en  prenant  fùcceffiVe- 
ment  un , deux  , trois , quatre  termes  &c» 
forment  cette  férié  : 

1,4,9,16,  25, 36/49,64, 81, 100,121  &c. 
On  nomme  les  termes  de  cette  fuite, 
les  nombres  quadrangulains  ^ ou  plutôt 
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quarrés  ; puifqu’en  effet  cette  fuite  repré- 
fente les  quarrés  des  nombres  naturels  , 
.comme  nous  les  avons  trouvés  plus  haut 
& cette  dénomination  leur  convient  d’au- 
tant plus , qu’on  peut  toujours  former  un 
xjuarré  du  nombre  de  points  qu’indiquent 
ces  termes , ainfî  qu’on  y4  le  voir  : 


I,  4,  9,  i5,  25, 


• •••  ••••• 


' \ 

• # • • ^ 

f 

v:  . ^6,  49  y 


431- 


On  voit  ici  que  le.  côté  d’un  tel  quarté 
contient  precifément  le  nombre  de  points 
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l^u’indique  la  racine  quarrée.  > Le  côté  du 
quatre  2 5 , par  exemple,  eft  de  cinq  points} 
.celui  du  quarré  36  eft  de  fix  points  ; & en 
général  donc  , jfi  le  côté  eû  n,  c’elLà-dire 
que  le  nombre  des  termes  de  la  progrel^ 
fion , 1,3,  5 » 7>  &Ç*  qu’on  aura  pris, 
foit  indiqué  par  n , on  voit  que  le  quarré  , 
bu  le  nombre  quadrangulaire , fera  égal  à 
ia  Tomme  de  ces  termes,  ou  , ainfî 
'que  nousi  l’avons  trouvée  à l’article  41  il 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  à 
ces  nombres  quafrés,  en  ayant  traité  au 
long  plus  haut.  ‘ * ■ — - 

432. 

Faifant  maintenant  la  dilTérence  =3  , 
& prenant  de  là  même  maniéré  les  Tommes, 
on  obtiendra  des  nombres  qu’on  appelle 
pentagones  ^ quoiqu’on  ne  puifle  plus  fi  bien 
les  repréfenrer  par  des  points  (*).  Ces  fui- 
tes commencent  ainfi: 


{*)  Ce  n’etl  pas  cependant  qu’on  ne  puifle  aufli  repré- 
(emer  par  des  points  les  polygones  d’un  nombre  quel- 


34^  E L é M E N s 

Indices^  1,2,  3, 4, 5, (^,7,  8,  9 &c^ 
Prog.arith.l^j^y  7,  io,1 3,16,19,22,  25  &C. 
Pentagone 2,22,35,51,70,92,117  &C, 
les  indices  indiquant  le  côté  de  chaque  pen- 
tagone. 

433- 

II  s’enfuit  de-là  que  fi  on  fait  le  côté  =«,' 
le  nombre  pentagone  fera  = 

Soit , par  exemple , n=rj  , le  pentagone 
fera  =70.  Si  on  demande  le  pentagone, 
dont  le  côté  efl:  100  , on  fera  n=ioo , & 
on  aura  14950  pour  le  nombre  cherché. 

* ’ V ^ 

conque  de  côtés  ; mais  la  réglé  que  j’ai  remarqué  qu’il  faut 
fuivre  pour  cet  effet , & que  je  vais  indiquer , me  paroît 
avoir  échappé  à tous  les  Algébriftes  que  j’ai  confultés.* 

On  commence  par  tracer  un  petit  polygone  régulier 
qui  ait  le  nombre  de  côtés  qu’on  demande  ; ce  nombre 
lefte  confiant  pour  une  même  fuite  de  nombres  poly- 
gones , & il  ell  égal  à a plus  la  différence  de  la  pro- 
grelfion  arithmétique  qui  produit  la  fuite;  on  choifit  en- 
fuite  un  des  angles  de  ce  polygone  pour  tirer  du  point 
de  concours  autant  de  diagonales  indéfinies  qu’il  eft  poffi-p 
ble  ; on  prolonge  de  même  indéfiniment  les  deux  côtés 
■qui  forment  l’angle  qu’on  a adopté  ; après  cela  on  prend 
ces  deux  côtés  & les  diagonales  du  premier  polygone. 
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434- 

Que  fi  l’on  fuppofe  la  différence =4,  on 
parvient  aux  nombres  hexagones  y comme 
on  le  voit  dans  les  progreffions  qui  fuivent  : 

refpeftivement  autant  de  fois  qu’on  veut  fur  les  lignes 
indéfinies  ; on  tire  des  points  correfpondans  où  le  compas 
s’eft  arrêté , des  lignes  parallèles  aux  côtés  du  premier 
polygone  , & on  les  partage  en  autant  de  parties  égales, 
eu  par  autant  de  points  qu’en  ont  aéhiellement  les  dia- 
gonales & les  deux  côtés  prolongés.  Cette  réglé  eft  gé- 
nérale depuis  le  triangle  jufqu’au  polygone  d’un  nombre 
infini  de  côtés.  Les  deux  figures  qui  fuivent  fuffiront  pour 
en  faciliter  l’application. 


La  divifion  de  ces  figures  en  triangles  fournit  encore 
matière  à différentes  confidérations  curieufes  & à des 
transformations  affez  jolies  des  formules  générales , par 
lefquelles  on  volt  dans  ce  chapitre  comment  s’expriment  les 
nombres  polygones;  mais  je  ne  crois  pas  devoir  m’y 
arrêter. 
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4,  ç , 6,  7, 8,  9 &c. 

/^ro^.aAi//^.I,5,9,i3,l7,2i,2  5,  29,33 

, 1,6,1 5 ,28,45 ,66,91,1 20,1 5 3 &c. 
les  indices  montrant  encore  le  côté  de  cha- 
que hexagone, 

43  5-  ‘ 

Ainfi  quand  le  côté  e{{  n , le  nombre 
hexagone  eft  =inn — n=:n(2n — i)j  8c 
on  obfervera  au  relie  que  tous  les  nombres 
hexagones  font  aulîi  triangulaires  , puifque 
en  ne  prenant  de  ces  derniers  que  le  pre- 
mier , le  troilieme , le  cinquième  Ôcc.  ou 
a précifément  la  fuite  des  hexagones. 

436. 

On  trouvera  de  la,  même  maniéré  le's 
nombres  heptagones , oêlogones  , ennéa- 
gones  , &c.  Nous  nous  contenterons  de 
donner  encore  ici  le  tableau  des  formules 
générales  de  tous  ces  nombres  , compris 
fous  le  nom  général  de  nombres  polygones» 

En  fuppofant  le  côté  —/z , on  a 

^ • 1 Jï«4-«  n(n~ht) 

le  triangle  = — = , 
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’le  quarré  = 

y gone  =^--i 

le  VI  gone  = ~ - = inn—n=:n(^in-~i') 

kïlIB  — î«  ”(j"~î) 

VII  gone  =^—7^ — — 9 

le  viii  gone=^""^  z= }««— 1«=«(3””0 
le  IX  gone  =^-^—  — — i > 

le  X gone  ‘ = -”"7-—  =4««—3«='*(4"""3) 
le  XI  gone 

le  XII  gone  4”=”(^”“"4) 

le  XX  gone  = — i — — 9^*”  ^ 

-•  HBB— ain  n) 

le  XXV  gone  = ■— — — — i — , 
le  m gone  — (ürilü^'iî  (•). 

437- 

Ainfi  le  côté  étant  n , on  a en  général  le 

nombre  m angulaire  = 7 > ° 

l’on  peut  déduire  tous  les  nombres  poly- 

(*)  On  remarquera  fans  peine  que  cette  table  neft 
que  celle  de  l’article  414  pouffée  plus  loin. 
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gones  poflîbles  dont  le  côté  feroit  n.  Si  on 
cherchoit , par  exemple , les  nombres  bi- 
angulaires , on  auroit/«=i,  & par  con- 
féquent  le  nombre  cherché  =/z;  c’eft-à- 
dire  que  les  nombres  biangulaires  font  les 
nombres  naturels  i , 2,3,  &c. 

Si  on  fait  /w=3  , on  a le  nombre  trian- 

1 • n/n-  « 

gulaire^:  — . 

Si  on  fait  m =:  4 , on  a le  nombre  quarré 
•=nn^  &c. 

438. 

Suppofons , pour  éclaircir  cette  réglé  par 
des  exemples,  qu’on  cherche  le  nombre 
XXV  gone,  dont  le  côté  eft  3(5  j on  cher- 
chera d’abord  dans  notre  table  le  nombre 
XXV  gone  pour  le  côté  n ; on  le  trouvera 
= — I — . r allant  enluite  72=36,  on  trou- 
vera le  nombre  cherché  =14526. 

439- 

QueJUon,  Quelqu’un  a acheté  une  mai- 
fon , & on  lui  demande  combien  il  en  a 
payé?  Il  répond  que  le  nombre  365  gone 

de 
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de  1 2 eft  le  nombre  d’écus  qu’il  l’a  ache- 
. tée. 

Afin  de  trouver  ce  nombre  , on  fera 
772=365  & 72=12  J & fubftituant  ces 
valeurs  dans  la  formule  générale  , on 
trouvera  pour  le  prix  de  la»maifon  23970 
écus  (*). 

(*)  Le  chapitre  qu’on  vient  de  lire , eft  intitulé  des  nom-^ 
hres  figurés  ou  polygones.  On  peut  avoir  remarqué  que  ce 
n’eft  pas  fans  fondement  que  quelques  Algébriftes  diftin- 
guent  entre  nombres  figurés  & nombres  polygones.  En 
effet  les  nombres  qu’on  nomme  communément  figurés  , 
dérivent  tous  d’une  feule  progrellion  arithmétique  , ÔC 
chaque  fuite  de  ces  nombres  fe  forme  après  cela  en  ajou- 
tant enfemble  les  termes  de  la  fuite  précédente.  Chaque 
fuite  des  nombres  polygones,  au  contraire  , provient  d’une 
progrefllon  arithmétique  diftérente;  cela  fait  qu’on  ne  peut 
dire  à la  rigueur  d’une  feule  fuite  de  nombres  figurés , 
qu’elle  eft  en  meme  temps  une  fuite  de  nombres  poly- 
gones. On  s’en  convaincra  mieux  en  jetant  les  yeux  fut 
les  tables  qui  fuivent. 

TABLE  DES  NOMBRES  FIGURÉS. 

Nombres  conftans  -----  i.i,  i.  i,  i.  i.  &c. 

naturels  - 1.2.  3.  4.  5.  6.  &c. 

triangulaires  — - — 1.3,  6.10.15.  21.  &c. 

pyramidaux 1.4.10.20.35.  56.  &c. 

trianguli-pyramidaux  1.5.15.35.70.126.  &c. 

Tome  I,  Z 
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TABLE  DES  NOMBRES  POLYGONES. 


Diff.  tle  la  progr. 

I 


Nombres 

triangulaires 1.3.  6.10.15.  &c. 

quarrés 1.4.  9.16.25.  &c. 

pentagones  — — 1.5.11.22.35.  &c. 

I hexagones  - - 1.6.15.28.45.  &c. 

Les  puiflances  fqfment  auffi  des  fuites  particulières  de 
nombres.  Les  deux  premières  fe  retrouvent  dans  les  nom- 
bres figurés , & la  troifieme  dans  les  nombres  polygo- 
nes ; c’eft  ce  qu’on  va  voir , en  fubfiituant  a a fuccelTi- 
vement  les  nombres -1,  2,  3 &c. 


TABLE  DES  PUISSANCES. 

w.*— . — — 1.  1.  1.  1.  1.  Sec. 

a' 1.  2.  3.  4.  5.  &c. 

a» 1.  4.  9.  16.  25.  &c. 

aJ 1.  8.27.  64.125.  &c. 

a* 1.16.81.256.625.  &c. 

Les  Algébriftes  du  feizieme  & du  dix-feptieme  fiecle 
fe  font  tous  beaucoup  occupés  de  ces  différentes  efpeces 
de  nombres  & de  leurs  rapports  entr  elles  ; ils  y ont 
trouvé  une  variété  finguliere  de  propriétés  curieufes  ; 
mais  leur  utilité  n’étant  cependant  pas  grande,  on  néglige 
aujourd’hui , avec  raifon , d’en  parler  beaucoup  dans  les 
cours  de  Mathématiques. 
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CHAPITRE  VL 

Du  Rapport  Géométrique, 


440. 

I^E  rapport  géométrique  entre  deux  nom- 
bres contient  la  réponfe  à la  queftion  , com^ 
bien  de  fois  l’un  de  ces  nombres  ell  plus 
grand  que  l’autre  ? On  le  trouve  en  divi- 
fant  l’un  par  l’autre  j le  quotient  indique  la 
( raifon  cherchée.  ♦ 

441. 

On  a donc  trois  chofes  à confidérer  ici 
1°.  le  premier  des  deux  nombres  propofés, 
qu’on  nomme  l'antécédent  ; 1^.  l’autre  nom- 
bre , qu’on  appelle  le  conféquent  ; 3°.  la 
raifon  des  deux  nombres  , ou  le  quotient 
de  la  divifion  de  l’antécédent  par  le  con- 
féquent.  Par  exemple , h c’eil:  le  rapport 
des  nombres  18  & i 2 qu’il  s’agit  d’indiquer, 
18  eftl’antécédent , 12  eft  le  conféquent, 

Zij 
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& la  ralfon  fera  ^ = i î i l’on  voit 
que  l’antécédent  contient  le  conféquent  une 
fois  & demie. 

442. 

On  a coutume  d’indiquer  le  rapport  géo- 
métrique par  deux  points , mis  l’un  au-def- 
fus  de  l’autre  entre  l’antécédent  & le  con- 
féquent. 

Ainfi  a: b fignifie  le  rapport  géométrique 
de  ces  deux  nombres  , ou  la  raifon  de  ^ à a. 
Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  qu’on 
fe  fert  de  ce  fi^ne  pour  indiquer  la  divifion , 

& c’eft  auffi  pourquoi  on  l’emploie  icij 
parce  qu’afin  de  connoitre  ce  rapport , il 
faut  qu’on  divife  a par  b.  La  railbn , indi- 
quée par  ce  figne , fe  prononce  en  difant  ' 
limplement  a eft  à b. 

443- 

On  repréfente  donc  l’expreffion  d’un 
rapport  par  une  fraélion  dont  le  numéra- 
teur eft  l’antécédent , & dont  le  dénomi- 
nateur eft  le  conféquent.  La  clarté  exige 
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qu’on  réduife  toujours  cette  fraftion  à fes 
moindres  termes , ce  qu’on  fait , comme 
nous  l’avons  montré  plus  haut,  en  divifant 
le  numérateur  & le  dénominateur  par  leur 
plus  grand  commun  divifeur.  Ainfi  la  frac- 
tion ||- fe  réduit  à en  divifant  les  deux 
termes  par  6. 

444. 

Les  rapports  ne  different  donc  entr’eux 
qu’en  tant  que  leurs  raifons  font  différen- 
tes i & il  y a autant  de  différentes  efpeces 
de  rapports  géométriques  qu’on  peut  ima-  1 
giner  de  différentes  raifons. 

La  première  efpece  efl  fans  contredit 
celle  où  la  raifon  devient  l’unité  j ce  cas 
arrive  quand  les  deux  nombres  font  égaux , 
comme  dans  3 : 3 j 4 : 4 ; a : a ,•  la  raifon  efî: 
ici  I , & à caufe  de  cela  on  la  nomme  le 
rapport  de  l’égalité. 

Viennent  enfuite  les  efpeces  où  la  raifon 
eft  un  autre  nombre  entier  j dans  4:2  la 
raifon  eft  2 , & on  la  nomme  raifon  double ^ 

Z iij 


f 


Digitized  by  Google 


35^  ' E L é M E N s 

dans  12:41a  raifon  eft  3 , & on  la  nomme 
raifon  triple  ; dans  24:6  la  raifon  eft  4, 
& elle  s’appelle  raifon  quadruple  ^ &c. 

Après  ces  efpeces  là  viennent  celles  dont 
les  raifons  s’expriment  par  des  frayions, 
comme  12:9,  où  la  raifon  eft j ou  1 j; 
18:27,  où  la  raifon  eft  ^ , &c.  On  peut 
même  diftinguer  parmi  celles-ci  les  raifons 
où  le  conféquent  contient  exaèlement  deux 
fois , trois  fois  &c.  l’antécédent  : tels  font 
les  rapports  6:12,  5:15  &c.  dont  quel- 
ques-uns nomment  les  raifons , raifons  foâ- 
douhles  J foutrlples  ^ &C. 

Nous  ajourerons  qu’on  nomme  raifon  de 
nombre  à nombre , celle  dont  le  quotient 
n’eft  pas  un  nombre  inexprimable  , l’anté- 
cédent & le  quotient  étant  des  nombres 
entiers , comme  11:7,  8:15  Sic.  Sc  qu’on 
appelle  raifon  irrationnelle  ou  fourde , celle 
dont  le  quotient  ne  peut  s’exprimer  exac- 
tement ni  par  des  nombres  entiers,  ni  par 
des  fraèUons,  comme  v/5à8,4ày/3. 
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445- 

Soit  à préfent  a l’antécédent , b le  con- 
féquent  & la  raifon , nous  favons  déjà 
que  a & ^ étant  donnés,  on  trouve  d=^. 

Que  (i  le  conféquent  b étoit  donné  avec 
la  raifoi»,  on  trouveroit  l’antécédent  a— bd, 
parce  que  bd  divifé  par  b fait  d.  Enfin  fi 
l’antécédent  a eft  donné  & la  raifon  d , on 
trouvera  le  conféquent  b—t-^  car  en  di- 
vifant  l’antécédent  a par  ce  conféquent 
on  trouve  le  quotient  d,  c’eft-à-dire  la 
raifon. 

446. 

Tout  rapport  a: b relie  confiant,  foit 
qu’on  multiplie  ou  qu’on  divife  l’antécé- 
dent & le  conféquent  par  le  même  nom- 
bre , parce  que  la  raifon  refie  la  même. 
Soit  d la  raifon  de  a; on  a d=^j;  or  la 
raifon  du  rapport  na:nb  eft  auffi^  — d, 
& celle  du  rapport  eft  pareillement  | 
^d. 

Z iv 
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447- 

Quand  une  raifon  a été  réduite  à fes  moin- 
dres termes , il  eft  facile  d’en  reconnoître  le 
rapport  & de  l’énoncer.  Par  exempl.  quand 
la  raifon  \ a été  réduite  à la  fraftion^ , on 
dit  a\b=.p\q  , a'.b::p:q  ^ ce  qui  ie  pro- 
nonce , a eft  à ^ comme  />  eft  à Ainft, 
la  raifon  du  rapport  6 : } étant  ^ ou  2 , on 
dira  6:3  = 2:!.  On  aura  de  même  18:12 
= 3:2,  & 24:18  = 4:3,  & 30:45=2:5 
&c.  Que  fi  la  raifon  ne  peut  s’abréger, 
le  rapport  ne  deviendra  pas  plus  clair  -,  on 
ne  fimplifie  pas  en  difant  9:7=9: 7. 

448. 

On  peut , au  contraire , transformer  quel- 
quefois en  un  rapport  clair  & fimple  celui 
de  deux  très-grands  nombres , favoir,  lorf- 
que  la  raifon  fe  réduit  à de  très-petits  ter- 
mes. Par  exemple  , quand  on  peut  dire 
3,8844:14422  = 2:1  ,ou  10566:7044=3 
j2,ou  57600:25200=16:7. 
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Il  eft  donc  effentiel , pour  exprimer  un 
rapport  quelconque  de  la  maniéré  la  plus 
claire  qu’il  foit  poffible , de  chercher  à ré- 
duire la  raifon  aux  plus  petits  nombres  qu’il 
fe  puifTe.  Cela  fe  fait  facilement , en  divi- 
fant  les  deux  termes  du  rapport  par  leur  plus 
grand  commun  divifeur.  Par  exemple , pour 
réduire  le  rapport  5 7600 : 2 5 200  à celui-ci , 
16:7,  tout  confifte  dans  la  feule  opération 
de  divifer  les  nombres  576  & 252  par  36, 
qui  eft  leur  plus  grand  commun  divifeur. 

450. 

On  voit  donc  aufli  combien  il  importe 
qu’on  fâche  toujours  trouver  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  deux  nomb^  donnés  ; 
mais  c’eft  ce  qui  demande  une  méthode 
que  nous  détaillerons  dans  le  chapitre  fui- 
vant. 


Digitizcoby  Google 


362 


E L É M E N s 


CHAPITRE  VII. 

Du  plus  grand  commun  Divifeur  de  deux 
Nombres  donnés^ 

451- 

I L eft  des  nombres  qui  n’ont  d’autre  com- 
mun divifeur  que  l’unité  , & quand  le  nu- 
mérateur & le  dénominateur  d’une  fraftion 
font  de  cette  nature  , il  n’eft  pas  poffible 
de  la  réduire  à une  forme  plus  commode. 

On  voit , par  exemple  , que  les  deux 
nombres  48  & 35  n’ont  pas  de  commun 
divifeur,  quoique  chacun  ait  fes  divifeurs 
en  particulier.  C’eft  pourquoi  on  ne  peut 
exprimer  plus  fimplement  1æ  rapport  48:3  5, 
parce  que^  divifion  de  deux  nombres  par  i 
ne  les  rend  pas  plus  petits. 

452. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ont  un 
commun  divifeur , on  le  trouve , & même 
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le  plus  grand  qu’ils  aient , par  la  réglé  fui- 
■vante  : 

Il  faut  divifer  le  plus  grand  des  deux 
nombres  par  le  plus  petit  j on  divifera  en- 
fuite  par  le  rendu  le  divifeur  précédent  ; 
ce  qui  refte  dans  cette  fécondé  divifion  > 
fervira  après  cela  de  divifeur  pour  une  troi- 
fieme  divifion , dans  laquelle  le  réfidu  ou 
le  divifeur  précédent  fera  le  dividende,  &: 
on  continuera  de  la  même  maniéré  jufqu’à 
ce  qu’on  arrive  à une  divifion  fans  refie; 
le  divifeur  de  ccttc  divifion,  & par  con- 
féquent  le  dernier  divifeur  , fera  le  plus 
grand  commun  divifeur  des  deux  nombres 
donnés. 

Voici  cette  opération  pour  les  deux  nom- 
bres 576  & 252: 

252  576  2 

5Q4 

72  252  3 
2 1 6 

36  72  2 
7- 
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Ainfî  le  plus  grand  commun  divifeur  eft 
ici  36. 

453- 

Il  fera  bon  d’éclaircir  encore  cette  réglé 
par  quelques  autres  exemples. 

Suppofons  qu’on  cherche  le  plus  grand 
commun  divifeur  des  nombres  504  & 3 1 2, 
on  aura: 

312  504  1 ^ 

lÜL 

192  312  I 

120I 192  I 
1 1 20 

72  120  1 
72 

48  72 

Al 

24 

O. 

Ainfi  24  eft  le  plus  grand  commun  divi- 
feur , & par  conféquent  le  rapport  504:3 12 
fe  réduit  à la  forme  21:13. 


48(2 

48 
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Soit  donné  le  ^apport  62  5 : 5 19 , & qu’on 
cherche  le  plus  grand  divifeur  commun  en- 
tre ces  deux  nombres  : 

I 

96  529  5 
480 

49  5 I 
49 

47  49  I 
47 

2 47  23 
4^ 

I 22 

2 

O. 

Donc  I eft  ici  le  plus  grand  commun 
divifeur , & par  conféquent  on  ne  peut  ex- 
primer la  raifon  625:529  par  des  nombres 
plus  petits,  & la  réduire  à de  moindres 
termes. 


529  625 
5^9 


^66 
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Il  fera  néceflaire  à préfet  de  donner  auflî 
la  démonftration  de  cette  réglé.  Suppofons 
pour  cela  que  a foit  le  plus  grand  & le 
plus  petit  des  nombres  donnés , & que  d 
foit  un  de  leurs  communs  divifeurs , on  com- 
prendra d’abord  que  a&i  b étant  divifibles 
par  i/,  on  pourra  aufli  divifer  par  d les  quan- 
tités a — b y a — ib , a — 3^  , & en  général 
a — nb. 

Le  réciproque  n’eft  pas  moins  vrai  ; c’eft- 
à-dire  que  fi  les  nombres  b & a — nb  font 
divifîbles  par  d,  le  nombre  a fera  aufîi  di- 
vifible  par  d.  Car  nb  pouvant  être  divil'és 
par  d , on  ne  pourroit  divifer  a—nb  par  d^ 
fi  a n’étoit  pas  divilible  de  même  par  d^ 

457- 

Nous  remarquerofis  de  plus  que  û d eft 
le  plus  grand  commun  divifeur  des  deux 
nombres  ^ & a , il  fera  aufli  le  plus 


I 
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grand  commun  divifeur  des  deux  nombres 
a S:  6.  Car  fi , pour  ces  nombres  a & ^ , 
un  divifeur  commun  plus  grand  que  d pou- 
voir avoir  lieu,  ce  nombre  feroit  aufli  un 
divifeur  commun  de  & a — nb,  & par  con- 
féquent  d ne  feroit  pas  le  plus  grand  divi- 
feur de  ces  deux  nombres.  Or  nous  venons 
de  fuppofer  d le  plus  grand  divifeur  com- 
mun à ^ & à a — nb  donc  il  faut  que  d foit 
aufli  le  plus  grand  commun  divifeur  de  a 
ôc  de  b» 

458. 

Ces  trois  chofes  étant  pofées , divifons , 
fuivant  la  réglé,  le  plus  grand  nombre  a par 
le  plus  petit  ^ & fuppofons  le  quotient 
nous  aurons  le  réfidu  a — nb , qui  ne  peut 
qu’être  plus  petit  que  b.  Or  ce  refie  a — nb 
ayant  le  même  plus  grand  commun  divi- 
feur avec  b que  les  nombres  donnés  a ^ b^ 
on  n’a  qu’à  recommencer  la  divifion , en 
divifant  le  divifeur  précédent  b par  ce  ré- 
fidu a-^nbi  le  nouveau  réfidu  qu’on  ob- 
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tiendra,  aura  encore,  avec  le divifeur pré- 
cédent, le  même  plus  grand  commun  di- 
vifeur , & ainli  de  fuite. 

459- 

On  continuera  donc  de  la  même  ma- 
niéré , jufqu’à  ce  qu’on  parvienne  à une  di- 
vifion  fans  relie , c’eft-à-dire  où  le  rélidu 
foit  zéro.  Soit  p ce  dernier  divifeur , con- 
tenu exaêlement  un  certain  nombre  de  fois 
' dans  fon  dividende  ; ce  dividende  fera 
donc  divilible  par/>,  & aura  la  forme  mp  ; 
ainlî  ces  nombres  p ^ mp  font  tous  les  deux 
divilîbles  par  & il  eft  sûr  qu’ils  n’ont 
pas  de  plus  grand  commun  divifeur , parce 
qu’aucun  nombre  ne  peut  être  divifé  réel- 
lement par  un  nombre  plus  grand  que  lui- 
même.  Par  conféquent  c’efl:  aulTi  ce  dernier 
divifeur  qui  eft  le  plus  grand  commun  di- 
vifeur des  nombres  propofés  a & ^ , & voilà 
la  démonftration  de  la  réglé  prefcrite. 

Mettons  ici  encore  un  exemple  de  la 
même  réglé , en  cherchant  le  plus  grand 

commun 
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commun  divifeur  dès  nombres  1728  & 
2304.  Voici  l’opération: 


1728 

2304 

I 

1728 

576 

1728 

1728 

O. 


Il  s’enfuit  de-là  que  5 j6  eft  le  plus  grand 
commun  divifeur,  & que  le  rapport  1728 
:2304  fe  réduit  à celui-ci,  3:4;  c’eft-à- 
dire  que  1728  eft  à 2304  tout  comme  3 
eft  à 4. 


CHAPITRE  VIII. 
Des  Proportions  Géométriques» 

461- 

D EUX  rapports  géométriques  font  égaux 
lorfque  leurs  raifons  font  égales.  Cette  éga* 
lité  de  deux  rapports  fe  nomme  une  propor- 
tion  géométrique  ,•  & on  écrit , par  exemple, 
a\b^c\iow  a\b\\c\dy  pour  indiquer  que 
Tome  /,  A a 


, V 
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le  rapport  a : ^ eft  égal  au  rapport  c'.d;  maïs 
on  exprime  plus  Amplement  la  fignification 
de  cette  formule , en  difant ae.ù.kb comme 
c 3.  d.  Une  telle  proportion  eft  celle-ci, 
"8 : 4=  1 2 : 6 i car  la  raifon  du  rapport  8 : 4 
eft  , & c’eft  auffi  la  raifon  du  rapport 
1 2:6. 

462. 

/ Ainfi  a:bz=zc:d  étant  une  proportion 
géométrique , il  faut  qu’une  même  raifon 
ait  lieu  des  deux  côtés,  & que  j=2',  & 
réciproquement  ft  les  fraéfions  j font 
égales,  on  a a:h=zc:d. 

463. 

Une  proportion  géométrique  conftfte 
donc  en  quatre  termes , tels  que  le  pre- 
mier , divifé  par  le  fécond  , donne  le  même 
quotient  que  le  troifteme  , divifé  par  le  qua- 
trième. On  déduit  de-là  une  propriété  im- 
portante, commune  à toutes  les  propor- 
dons  géométriques,  & qui  eft  que  le  produit 
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du  premier  & du  quatrième  terme  eft  tou- 
jours égal  au  produit  du  fécond  &:  du  troilîe- 
me  J ou  plus  limplement , que  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens. 

464. 

Prenons , pour  démontrer  cette  proprié- 
té, la  proportion  géométrique  a\b—c\d^ 
de  forte  que  Si  on  multiplie  l’une  & 

l’autre  de  ces  deux  fraftions  par  b , on  ob- 
tient & multipliant  de  plus  par  â 

des  deux  côtés,  on  a ad^zbc.  Or  ad  eft 
le  produit  des  termes  extrêmes , bc  eft  celui 
des  moyens , & ces  deux  produits  fe  trou- 

^ t 

“vent  égaux. 

465. 

Réciproquement  fi  les  quatre  nombres 
a , h ^ Cf  d , font  tels  que  le  produit  des 
deux  extrêmes  a & ^ eft  égal  au  produit 
des  deux  moyens  ^ & c,  on  eft  certain  qu’ils 
forment  une  proportion  géométrique.  Car, 
puifque  ad=.bc , on  n’a  qu’à  divifer  de^arC 

Aa  ij 
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& d’autre  par  bd,  on  aura  ^ ^ , ou  ^ 

& par  conféquent  a:b~c:d, 

466. 

Les  quatre  termes  d’une  proportion  géo- 
métrique, comme  a\b—c\d,  peuvent  fe 
tranfpofer  de  différentes  maniérés , fans  que 
la  proportion  ceffe  de  fubfifter.  Car  le  prin- 
cipal étant  toujours  que  le  produit  des  ex- 
trêmes foit  égal  au  produit  des  moyens, 
ou  ad=.bc , on  peut  dire:  1°.  bia~d:c  ; 

Z°.a-.c=d\di  3°,  d:b-=c:a  i ^^,d:cz=b:a, 

\ 

467. 

Outre  ces  quatre  proportions  géométri- 
ques, on  peut  en  déduire  encore  d’autres 
de  la  même  proportion , a\bz=zc\d.  On  peut 
dire:  a-\-b:a,  ou  le  premier  terme  plus 
le  fécond  , eft  au  premier , comme  le  troi- 
lieme-|“l'^  quatrième  eft  au  troifteme , c’eft- 
à-dire , a-\-b\a=zc-^d:c. 

On  peut  enfuite  dire:  le  premier  — le 
fecüftd  eft  au  premier  comme  le  troifteme 


/ 
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— le  quatrième  eft  au  troifieme , ou  bien 
a — b : a=.c — d : c. 

Car  fi  l’on  prend  le  produit  des  extrêmes 
& des  moyens,  on  a ac — bc—ac — ad^  ce 
qui  revient  évidemment  à l’égalité  ad=^c. 

Enfin  il  ert  facile  aufii  de  démontrer  que 
a-^b:b=^c-\-d:d  } & que  a — b:b—c — d\d» 

468. 

Toutes  les  proportions  que  nous  avons 
vu  dériver  de  a\b~c\d , peuvent  .fe  repré- 
fenter  de  la  maniéré  générale  qui  fuit  : 
ma-\-nb:pa-\-qb—mc-^nd:pc-\-qd. 

Car  le  produit  des  termes  extrêmes  efi: 
mpac-^npbc-\-mqad-^nqbd  ^ OU  , puifque 
ad—bc,  ce  produit  devient  mpac-]-npbc 
•dç-mqbc-\-nqbd.  De  plus  le  produit  des  ter- 
mes moyens  eft  mpac-\-mqbc-^npad-\-nqhd ^ 
ou , à caufe  de  ad—bc , il  eft  mpac-\-mqbc 
À^npbc-\-nqbd , ainfi  ces  deux  produits  font 
égaux. 

469» 

Il  eft  donc  clair  qu’une  proportion  géo- 
, métrique  étant  donnée , par  exemple , 6:3 

A a iij 
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£=10:5  , on  peut  en  déduire  une  infinité 
d’autres  de  celle-ci.  Nous  n’en  mettrons  ici 
que  quelques-unes. 

3:6=5:10}  6:10=3:5  } 9:6=15:10} 

3:3=5  • 9:15=3*5}  9:3—15  :5*  * 

470.'  • 

Puifque  dans  toute  proportion  géomé- 
trique le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au 
produit  des  moyens , on  peut , les  trois  pre- 
miers termes  étant  connus , trouver  par  leur 
moyen  le  quatrième.  Soient  les  trois  pre- 
miers termes  24: 1 5 =:4o  à....  comme  le 
produit  des  moyens  eft  ici  600 , il  faut  que 
le  quatrième  terme  multiplié  par  le  premier, 
c’efl-à-dire  par  24 , fafle  pareillement  600 } 
par  conféquent  en  divifant  600  par  24 , le 
quotient  25  fera  le  quatrième  terme  cher- 
ché, & la  proportion  entière  fera  24:15 
= 40:25.  En  général  donc  , fî  les  trois  pre- 
miers termes  font  on  mettra  d 

pour  la  quatrième  lettre  inconnue  ; & puifi 
qu’il  faut  que  ad^c  ^ on  divifera  de  part 
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& d’autre  par  a , & on  aura  d=!’-^.  Ainli 
le  quatrième  terme  eft  & on  le  trou- 
ve en  multipliant  le  fécond  terme  par  le 
troifîeme  , & en  divifant  ce  produit  par  le 
premier  terme. 

471. 

Voilà  le  fondement  de  cette  réglé  de  trois 
fi  célébré  dans  l’arithmétique  j car  que  cher- 
che ton  dans  cette  réglé  } On  fuppofe  trois 
nombres  donnés , & on  en  cherche  un  qua- 
trième qui  foit  avec  ceux-là  en  proportion 
géométrique;  de  façon  que  le  premier  foit 
au  fécond  comme  le  troilieme  eft  au  qua- 
trième. 

47^- 

Quelques  circonftances  particulières  fe 
préfentent  à remarquer  ici. 

Dabord,  ft  dans  deux  proportions  les 
premiers  & les  troifiemes  termes  font  les 
mêmes,  comme  dans  a'.b—c.d & a:f—c:gy 
Je  dis  que  les  deux  féconds  & les  deux  qua- 
trièmes termes  feront  aufli  en  proportion 

Aa  iv 
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géométrique , & que  b:d=.f.g.  Car  la  pre- 
mière proportion  fe  transformant  en  celle- 
ci,  a\c=.b\d^  & la  fécondé  en  celle-ci , a\c 
il  s’enfuit  que  les  raifons  b\d  & f.g 
font  égales  , puifque  chacune  d’elles  eft 
égale  à la  raifon  a:c.  Par  exemple  , fi  5 :ioo 
= 2:40,  & 5:1 5=2:6,  il  faut  que  100:40 
=15:^. 

473; 

Mais  fi  deux  proportions  font  telles  que 
les  termes  moyens  font  les  mêmes  dans  l’une 
& dans  l’autre , je  dis  que  les  premiers  ter- 
mes feront  en  raifon  inverfe  avec  les  qua* 
triemes.  C’eft-à-dire  , fi  a:b=c:d y & j\b 
:=c:g,  il  s’enfuit  que  a:j=g\d.  Soient , par 
exemple,  les  proportions  24:8  = 9:3  , & 
’6:8=9:i  2 , on  aura  24:6=1  2:3.  La  raifon 
en  eft  évidente  : la  première  proportion 
donne  ad=bc  ,*  la  (econde  donne  fg=bc  ,* 
donc  ad=fgy  ^ aif=g'.d y on  a:g-—f:d. 

47 4^ 

Deux  proportions  étant  données , on  peut 
toujours  en  faire  une  nouvelle , en  multi- 
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pliant  féparément  le  premier  terme  de  l’une 
par  le  premier  terme  de  l’autre  , le  fécond 
par  le  fécond , & ainli  des  autres  termes. 
C’eli  ainfi  que  les  proportions  a\bz=.c\d  & 
e\f=z=.^.h  fourniront  celle-ci , ae:bj~cg\dh. 
Car  la  première  donnant  ad—bc , & la  fé- 
condé donnant  elv==.fg,  on  aura  aufli  adek 
■=^bcfg.  Or  adch  eft  le  produit  des  extrê- 
mes , & bcfg  produit  des  moyens 

dans  la  nouvelle  proportion  ; ainfî  ces  deux 
produits  étant  égaux , la.  proportion  eft 
vraie. 

475- 

Soient , par  exemple  , les  deux  propor- 
tions, 6:4  = 15:10  & 9:12  = 15:20,  leur 
combinaifon  donnera  la  proportion , 6.9:4 
,12=1 5.1 5:10.20, 

ou  54:48  = 225:200, 
ou  9:8=  9:8. 

476. 

Nous  obferverons  enfin  que  fi  deux  pro- 
duits font  égaux  J comme  ad—hc^  on  peut 


.1 

1 

;i 


3 

I 
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réciproquement  convertir  cette  égalité  en 
une  proportion  géométrique. 

On  a toujours  l’un  des  fafteurs  du  pre- 
mier produit  à un  des  fafteurs  du  fécond 
produit , comme  l’autre  fafteur  du  fécond 
produit  à l’autre  faâeur  du  fécond  produit  j 
c’eft- à-dire,  dans  notre  cas  a\c=b:dy  ou 
aib=c'.d.  Soit  3.8 =4.6  , on  en  formera 
cette  proportion  , 8:4=6.'3  , ou  celle-ci, 
3:4=76:8.  De  même  fi  3.5=1.15  , on  aura 
3:1 5=1:5 , ou  5:1=1 5:3 , ou  3:1=1 5:5. 


CHAPITRE  IX. 

Remarques  fur  les  Proportions  & fur  leur 
ufage. 

477- 

ETTE  théorie  eft  tellement  néceflaire 
dans  la  vie  commune  , que  perfonne  pref- 
que  ne  peut  s’en  paffer.  Il  y a toujours  pro- 
portion entre  les  prix  & les  marchandifesi 
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& quand  il  eft  queftion  de  différentes  ef- 
peces  de  monnoie , tout  fe  réduit  à déter- 
miner les  rapports  qui  font  entr’elles.  Les 
exemples  que  ces  réflexions  nous  fournif- 
fent , feront  très-propres  à éclaircir  les  prin- 
cipes des  proportions , & à en  faire  voir 
J’utilité  dans  l’application. 

478. 

On  voudroit  favoir  , par  exemple  , le 
rapport  entre  deux  efpeces  de  monnoie  : 
.fuppofons  un  louis  d’or  vieux  & un  ducat; 
il  faudra  voir  d’a&ord  combien  ces  efpeces 
valent,  étant  comparées  à une  même  ef- 
pece.  Ainfl  un  louis  vieux  valant  à Berlin 
5 rixdales  8c  8 gros , 8c  un  ducat  valant 
3 rixdales , fl  on  réduit  ces  deux  valeurs  à 
une  même  efpece  ; foit  à des  rixdales , ce  ^ 
qui  donne  la  proportion  i L.  : i D.;  = 5 ^R. 

; 3 R.  ou  = 1 6 : 9 ; foit  à des  gros , dans 
lequel  cas  on  aurcit  i L.:i  D.  = i28:7Z 
= 16:9.  On  voit  que  ces  proportions  don- 
nent le  rapport  jufle  du  louis  vieux  au  ducatj 
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car  l’égalité  des  produits  des  extrêmes  & 
des  moyens  donne  dans  l’une  & dans  l’autre 
9 louis  = 1 6 ducats  ; & au  moyen  de  cette 
comparaifon  on  pourra  changer  en  ducats 
une  fomme  quelconque  de  louis  d’or  vieux, 
& réciproquement.  Suppofez  qu’on  deman- 
de combien  1000  louis  vieux  font  en  ducats, 
vous  ferez  cette  réglé  de  trois  ; 9 louis  font 
16  ducats  J que  font  1000  louis  & vous 
répondrez , 1 777  ^ ducats. 

Que  fi  l’on  demandoit,  au  contraire, 
combien  1000  ducats  fi?nt  de  louis  d’or 
vieux,  il  faudroit  faire  cette  réglé  de  trois: 
1 6 ducats  font  9 louis  j que  font  1 000  du- 
cats.^ réponfcy  jdiMouis  d’or  vieux. 

479‘ 

Ici  ( à Saint-Pétersbourg  ) la  valeur  du 
ducat  varie  & dépend  du  cours  du  change. 
.C’eft  ce  cours  qui  détermine  la  valeur  du 
rouble  en  ftuvers  ou  fous  de  Hollande  , des- 
quels 105  font  un  ducat. 

Ainfi  quand  le  clîange  ell  à 45  ftuvers  . 
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on  a cette  proportion  , rouble:  i ducat 
= 45:io5:=3:7j  & de-là  l’égalité  : 7 rou- 
bles = 3 ducats. 

On  trouvera  par-là  combien  un  ducat 
fait  en  roubles  j car  3 ducats  : 7 roubles 
= I ducat  : . . . . réponfe , 2 ^ roubles. 

Si  le  change  étoit  à 50  ftuvers,  on  auroit 
cette  proportion  , i rouble  : i ducat  — 50 
: 105  =10:21  , ce  qui  donneroit  21  rou- 
bles=io  ducats  ; & on  auroit  i ducat=27^ 
roubles.  Enfin , quand  le  change  eft  à 44 
ftuvers , on  a I rouble  : i ducat  : = 44 : 1 o 5 , 

par  conféquent  i ducat  =2 ‘^roubles 

^2  roubles  38^copeckes. 

\ 

480. 

Il  s’enfuit  de-là  qu’on  peut  aufli  compa- 
rer enfemble  plus  de  deux  efpeces  de  raon- 
noie , ce  qu’on  a très-fréquemment  occafion 
de  faire  dans  les  lettres  de  change.  Sup- 
pofons  , pour  en  donner  un  exemple  , que 
quelqu’un  d’ici  ait  1000  roubles  à faire 
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payer  à Berlin , & qu’il  veuille  favoir  com- 
bien cette  fomme  fait  en  ducats  à Berlin. 

Le  change  eft  ici  à 47  c’eft-à-d.  qu’un 
rouble  fait  47jftuvers.  En  Hollande,  20 

ftuvers  font  un  florin  : 2-  florins  de  Hol- 

^ 1 

lande  font  une  rixdale  de  Hollande.  De 
plus  le  change  de  la  Hollande  avec  Berlin 
eft  à 142,  c’eft-à  dire  que  pour  100  rix- 
dales  hollandoifes  on  paye  à Berlin  142 
rixdales.  Enfin  le  ducat  vaut  à Berlin  3 
rixdales. 

481. 

Pour  réfoudre  maintenant  la  queftion* 
propofée,  allons  pas  à pas.  En  commen- 
çant donc  par  les  ftuvers , puifque  i rouble 
= 47  J ftuvers,  ou  2 roubles =95  ftuvers, 
nous  ferons  2 roubles: 95  ftuvers  = 1000... 
réponfe,  47500  ftuvers  j & fi  nous  allons 
plus  loin  & que  nous  difions , 20  ftuvers 
; I florin  = 47500  ftuvers  : . . . . nous  aurons 
2375  florins. 

De  plus,  2 1; florins  =i  rixdale  hollan- 
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doife , ou  5 florins  = 2 rixdales  hollandoi- 
fes  J on  fera  donc  5 florins  : 2 rixdales  hol- 
landoifes  = 2375  ŸLonm'. , . . . réponfe  y 950 
rixdales  hollandoifes. 

Prenant  enfuite  les  écus  de  Berlin  fuivant 
le  change  à 142,  nous  aurons  100  rixdales 
hollandoifes:  142  rixdales  = 950: au  qua- 
trième terme  ,1349  rixdales  de  Berlin.  Paf- 
fons  enfin  aux  ducats , & difons  3 rixdales 

i I ducat =1349  rixdales  à rép,  449 1 

ducats. 

482. 

Suppofons,  pour  rendre  ces  calculs  en- 
core plus  complets  , que  le  Banquier  de 
Berlin  fafle  difficulté  , fous  quelque  pré- 
texte que  ce  foit , de  payer  cette  fbmme , 
& qu’il  ne  veuille  acquitter  la  lettre  de 
change  qu’à  raifon  de  cinq  pour  cent  de 
rabais , c’eft-à-dire  en  ne  payant  que  1 00 
au  lieii.de  to5 , il  faudra  encore  faire  cette 
réglé  de  trois:  105 : 100=449! à un  qua- 
. tricme  terme,  qui  efl:  428 ^ducats. 
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483- 

Nous  venons  de  voir  qu’on  avoir  befoin 
de  fix  opérations  en  fe  fcrvant  de  la  réglé 
de  trois  i or  on  a trouvé  moyen  d’abréger 
extrêmement  ces  calculs  par  la  réglé  qu’on 
nomme  réglé  de  réduB:Lon.  Pour  expliquer 
cette  réglé  , nous  confidérerons  d’abord  les 
deux  antécédens  de  chacune  des  fix  opé- 
rations précédentes:  ' 

I.)  2 roubles  : 95  ftuvers. 

II. )  20  ftuvers  : i flor.  holl. 

III. )  5 flor.  holl.  ; 2 rixd.  holl. 

IV. )  1 00  rixd.  hol.  : 142  rixd. 

V.)  3 rixdales  : i ducat. 

VI.)  105  ducats  : 100  ducats. 

Si  nous  repaflTons  à préfent  fur  les  calculs 
ci-delTus  , nous  remarquerons  que  nous 
avons  toujours  multiplié  la  fomme  propo- 
fée  par  les  féconds  termes , & que  nous 
avons  divifé  les  produits  par  les  premiers 
termes  i il  efl:  donc  clair  qu’on  parviendra 
au  même  réfultat,  en  multipliant  la  fomme 

/ . propofée 


Digitized  by  Googl 


ÎJ*  A L G E s R £.  385 

propofée  toute  d’une  fois , par  le  produit 
de  tous  les  féconds  termes , & en  divifant 
par  le  produit  de  tous  les  premiers  termes. 
Ou , ce  qui  revient  au  même , qu’on  n’aura 
qu’à  faire  la  réglé  de  trois  fuivante  : com- 
me le  produit  de  tous  les  premiers  termes 
eft  au  produit  de  tous  les  féconds  termes, 
ainfî  le  nombre  de  roubles  donné  eft  au 
nombre  de  ducats  payables  à Berlin. 

484. 

Ce  calcul  s’abrege  encore  davantage,’ 
quand  parmi  les  premiers  termes  il  s’en 
trouve  qui  ont  des  divifeurs  communs  avec 
quelques-uns  des  féconds  termes  j car  dans 
ce  cas  on  efface  ces  termes , & on  met  à 
la  place  les  quotients  provenus  de  ladivifion 
par  ce  divifeur  commun.  L’exemple  précé- 
dent prendra  de  cette  maniéré  la  forme 
qu’on  va  voir  : 


Tome  1, 


Bb 


L É M E N 5 

ftuv.  looo 
I flor.  holland. 

Z rixd.  holland. 

I4Z  rixd. 

I duc. 
f t<t><P  duc. 

6'^^'P  • 2.d^8  1O00  à.... 

7)26980. 

9)3854(2. 

428(2.  Rép,  428  ^ducats# 

485. 

L’ordre  qu’il  faut  fuivre  en  fe  fervant  de 
h réglé  de  réduôion  eft  celui-ci  : on  corn- 
nience  par  l’efpece  de  monnoie  dont  il  efl: 
queftipn , & on  la  compare  avec  une  autre 
qui  doit  commencer  le  rapport  fuivant , dans 
lequel  on  compare  cette  fécondé  efpece 
avec  une  troifieme , & ainfi  de  fuite  ; de 
façon  que  chaque  rapport  commence  par 
l’efpece  par  laquelle  le  rapport  précédent 
finilToit  j on  continue  de  même  jufqu’à  ce 


— — 

Roubles  X. 

ar0. 

100. 

3* 
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qu’on  arrive  à l’efpece  fur  laquelle  on  de- 
mande la  réponfe,  &à  la  fin  on  tient  compte 
encore  des  faux  frais. 

486. 

Donnons  encore  d’autres  eîtemples , afiil 
de  faciliter  la  pratique  de  ces  opérations. 

Si  les  ducats  gagnent  à Hambourg  i pour 
cent  fur  deux  rixdales  de  banque  , c’eib-à-* 
dire  que  5 o ducats  valent , non  pas  1 00  ^ 
mais  loi  rixdales  de  banque  , & que  le 
change  entre  Hambourg  & Konigsberg 
foit  1 19  gros  de  Pologne , c’eft-à-dire  que 
I rixdale  banco  faffe  1 1 9 gros  polonois  ^ 
combien  feront  1000  ducats  en  florins  polo* 
tiois?  30  gros  polonois  font  i florin  polon. 
Ducat  I : ^ rixd.  B°.  icoodud* 

50’:  loi  rixd.  B°* 

I ; 119  gr.  pol. 

30  : I flor.  pol. 

1500  : I 2019  — 1000  duc.:.... 

3)120190. 

• 5)40063(1* 

8012(3.  Rép.%Qii\-^,ÿi 
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487. 

On  peut  auffi  abréger  encore  un  peu  da- 
vantage , en  écrivant  le  nombre  qui  fait  le 
troifieme  terme  au- deffus  du  fécond  rang; 
car  alors  le  produit  du  fécond  rang,  divifé 
par  le  produit  du  premier  rang , donnera 
la  réponfe  défirée. 

Quejlion.  On  fait  venir  à Leipfig  des 
ducats  d’Amfterdam , ayant  cours  dans  cette 
derniere  ville  à raifon  de  5 flor.  4 fluvers 
courans,  c’eft-à-dire  que  1 ducat  vaut  104 
Iluvers  , & que  5 ducats  valent  26  florins 
hollandois.  Si  donc  Yamo  di  B°.  eft  à Amf- 

t O 

terdam  de  5 pour  cent,  c’eft-à-dire  que 
105  courans  falTent  100  de  banque,  & que 
le  change  de  Leipfig  à Amfterdam  , en 
argent  de  banque  , foit  133^  pour  cent , 
c’eft-à-dire  que  pour  100  rixdales  on  paye 
à Leipfig  133^  rixdales  ; enfin  2 rixdales  de 
Hollande  faifant  5 florins  de  Hollande  , on 
demande  combien  , fuivant  ces  changes , 
il  faudra  payer  de  rixdales  à Leipfig  pour 
1000  ducats? 
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ducats» 


Ducats  jf- 

: i6  fl.'holl.  cour. 

: 4.ar0.2  00  flor.  holl. 

: Z rixd.  B°. 

: 533  rixd.  à Leipf, 

21 

: 3)5  543^(ï- 
7)18477(4- 

• 

2639. 

Rép,  2639  ^rixdales,  ou 
2639  rixdales  & 1 5 
bons  gros. 

CHAPITRE  X. 


Des  Rapports  compofés. 


488. 

O N obtient  des  rapports  compofés,  en 
multipliant  par  ordre  les  termes  de  deux 
ou  de  plufîeurs  raifons , les  antécédens  par 
les  antécédens,  & les  conféquens  par  les 

Bb  üj 
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conféquens } & on  dit  alors  que  le  rapport 
entre  ces  deux  produits  eft  compojé  des  rap- 
ports donnés. 

C’eft  ainfi  que  les  rapports  aib  ^ c:d,e:f 
donnent  le  rapport  compofé  ace  : 

489. 

' Une  raifon  reflant  toujours  la  même, 
quand , pour  l’abréger , on  divife  fes  deux 
termes  par  un  même  nombre  , on  peut  fa- 
ciliter beaucoup  la  compofition  ci-deffus 
en  comparant  les  antécédens  & les  confé- 
quens dans  le  deffein  de  faire  de  telles  téi 
du6Hons , ainfi  que  nous  l’avons  fait  dans 
le  chapitre  précédent. 

V oici , par  exemple , comment  on  trouve 
le  rapport  compofé  des  rapports  donnés 
qui  fuivent. 

(*)  Chacune  de  ces  trois  raifons  eft  ditç  être  une  dçs 
freines  dç  la  raifon  compofée^ 


1 
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Rapports  donnés, 

12:25,  28:33,  ^ 55*5 
jar,^,2  : 
scZ  lit 

■ 2 : 5^ 

Donc  2:5  eft  la  raifon  compofée  qu’on 
cherchoit. 

490. 

Le  même  procédé  a lieu,  quand  il  s’agit 
d’opérer  en  général  fur  des  lettres  ; & le 
cas  le  plus  remarquable  eft  celui  où  chaque 
antécédent  eft  égal  au  conféquent  de  la 
raifon  précédente.  Si  les  raifons  données 
font 

a : B 
b \ c 
c i d 
die 
e i a; 

la  raifon  compofée  eft  i : i. 

Bb  iv 
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491. 

On  verra  l’utilité  de  ces  principes,  en 
remarquant  que  deux  champs  quarrés  ont 
entr’eux  un  tel  rapport , compofé  des  rap- 
ports des  longueurs  & des  largeurs. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  champs 
A S)i  B i que  A ait  500  pieds  de  longueur 
fur  60  pieds  de  largeur , & que  la  longueur 
de  B foit  de  360  pieds,  & fa  largeur  de 
100  pieds  J le  rapport  des  longueurs  fera 
500:360,  & celui  des  largeurs  60:100. 
Ainh  l’on  a 

^0  : 

5 • 

Donc  le  champ  A eft  au  champ  B comme 

5^6. 

492. 

Autre  exemple.  Soit  le  champ  A long 
de  720  pieds,  large  de  S8  pieds  ; le  champ 
long  de  660  pieds , & large  de  pieds. 


I 
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on  compofera  les  rapports  de  la  maniéré 
qui  fuit; 

Rapport  des  long,  '^a'0,8  : 

Rapport  des  larg.  % z \ ^0. 

Rap.  des  champs 1 6 : 15. 

493- 

De  plus , s’il  s’agit  de  comparer'^  deux 
^ chambres  relativement  à l’efpace  ou  au  con- 
tenu , on  obfervera  que  ce  rapport  ell:  com- 
pofé  de  trois  rapports  ; favoir , de  celui  des 
longueurs , de  celui  des  largeurs  & de  celui 
des  hauteurs.  Soit , par  exemple  , la  cham- 
bre A , dont  la  longueur  =36  pieds,  la 
largeur  = 1 6 pieds , & la  hauteur  = 1 4 
pieds  i & la  chambre  B , dont  la  longueur 
;=42  pieds,  la  largeur  =24  pieds,  & la 
hauteur  =10  pieds  j on  aura  ces  trois 
rapports  ; 


pour  la  longueur 

: 4ar4. 

pour  la  largeur 

^^,4,2  : 

: ar4,4. 

pour  la  hauteur 

^4,2  : 

; 

4 

• 5* 

/ 
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Ainfi  le  contenu  de  la  chambre  eft  au 
contenu  de  la  chambre  B comme  4 à 5 . 

-494* 

Lorfque  les  raifons  qu’on  compofe  de 
cette  maniéré  font  égales , il  en  réfulte  des 
raifons  multiples.  Savoir , deux  raifons  éga- 
les donnent  une  raijon  doublée  ou  quarrée; 
trois  raifons  égales  procluifent  la  raifon  tri- 
fiée  ou  cubique , & ainfi  de  fuite.  Par  exemp. 
les  raifons  a\b  & a: b donnent  la  raifon 
compofée  aa:bb  ; c’eft  pourquoi  l’on  dit 
que  les  quarrés  font  en  raifon  doublée  de 
leurs  racines.  Et  le  rapport  a\b  multiplié 
trois  fois , donnant  le  rapport  a’  ; , on  dit 

que  les  cubes  font  en  raifon  triplée  de  leurs 
racines. 

495- 

On  enfeigne  dans  la  Géométrie  que  deux 
efpaces  circulaires  font  en  raifon  doublée 
de  leurs  diamètres  j cela  iîgnihe  qu’ils  font 
l’un  à l’autre  dans  le  rapport  des  quarrés 
de. leurs  diamètres. 
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S«It  A un  tel  efpace  dont  le  diamètre 
= 45  pieds,  & ^ un  autre  efpace  circu- 
laire dont  le  diamètre  = 30  pieds  j le  pre- 
mier efpace  fera  au  fécond  comme  45.45 
à 30.30,  ou,  en  compofant  ce$  deux  rai- 
fons  égales , 

9 : 4- 

Donc  ces  deux  aires  font  entr’elles  comme 

9 à 4. 

496. 

On  démontre  aufli  que  les  folidités  des 
fpheres  font  en  raifon  cubique  des  diamè- 
tres de  ces  globes.  Ainlî  le  diamètre  d’un 
globe  A étant  i pied  , & le  diamètre  d’un 
globe  B étant  1 pieds  , la  folidité  de  A fera 
à celle  de  ^ comme  1^:2%  ou  comme 

I à 8, 

Si  donc  ces  fpheres  font  d’une  même 
matière , la  fphere  B pefera  8 fois  autant 
<jue  la  fphere  A, 
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497- 

, On  voit  qu’on  peut  trouver  par-là  le  poids 
des  boulets  de  canon , leurs  diamètres  & 
le  poids  d’un  feul  étant  donnés.  Soit , par 
exemple , le  boulet  dont  le  diamètre  = 2 
pouces , & le  poids  = 5 livres , & qu’on 
demande  le  poids  d’un  autre  boulet  dont 
le  diamètre  feroit  de  8 pouces , on  aura 
cette  proportion , 2’  : 8’  = 5 ; au  quatriè- 
me terme  ,320  liv.  qui  indique  le  poids  du 
boulet  B.  On  auroit  pour  un  autre  boulet 
C,  dont  le  diamètre  feroit  = 15  pouces , 
2’:i5^  = 5 Be/j.  2 1 09 1-  liv, 

498. 

Quand  on  cherche  le  rapport  de  deux 
fraélions,  comme  yij,  011- peut  toujours 
l’exprimer  en  nombres  entiers  ; car  on  n’a 
qu’à  multiplier  les  deux  fraétions  par  éJ, 
on  obtiendra  le  rapport  a^'Jc  qui  eft  égal 
à l’autre , & d’où  réfulte  la  proportion  j : | 
z^ad:6c.  Si  donc  adôcèc  ont  des  divifeurs 
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communs , le  rapport  pourra  fe  réduire  à 
de  moindres  termes.  Ceft  ainfi  que  ^ 

= 1 5.36: 24.2  5 =9: 10. 


499. 


On'  voudroit  favoir  encore  quel  eft  le 
rapport  des  fraâions  j & ^ j il  eft  clair  qu’on 
aura  jt  ; ce  qu’on  exprime  en  di- 

fant  que  deux  fraftions  qui  ont  l’unité  pour 
numérateur , font  en  raifon  réciproque  ou 
inverfe  de  leurs  dénominateurs.  On  dit  la 
même  chofe  de  deux  fraêUons  qui  ont  un 
même  numérateur  quelconque  j car  ^ ~ 


=b:a.  Mais  ft  deux  fraâions  ont  leurs  dé- 
nominateurs égaux,  comme^:^,  elles  font 
en  raifon  directe  des  numérateurs , favoir  ^ 
comme  a\b.  Ainfi|;^=^:j^=6:3=2:i, 
&y  : ^=10:15 , ou  = 2:  3. 


500. 


, On  a remarqué  dans  la  chute  libre  des 
corps , qu’un  corps  tombe  de  1 5 pieds  dans 
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une  fécondé , que  dans  deux  fécondés  d<? 
temps  il  tombe  de  la  hauteur  de  60  pieds, 
& que  dans  trois  fécondés  il  tombe  de  1 3 ^ 
pieds  j on  en  a conclu  que  les  hauteurs  font 
entr’elles  comme  les  quarrés  des  temps, 
& que  réciproquement  les  temps  font  en 
raifon  fous-doublée  des  temps , ou  comme 
les  racines  quarrées  des  temps. 

Si  donc  on  demande  combien  de  temps 
il  faut  à une  pierre  pour  tomber  de  la  hau- 
teur de  Z 160  pieds;  on  aura  15:2160=1 
au  quarré  du  temps  cherché.  Ainfi  le  quarré 
du  temps  cherché  eft  1 44 , & par  confé- 
quent  le  temps  qu’on  demande  eft  1 2 fé- 
condés. 

501. 

On  demande  combien  de  chemin , ou 
quelle  hauteur , une  pierre  pourra  parcou- 
rir en  tombant  pendant  une  heure  de  tems  > 
c’eft-à-dire  en  3600  fécondés?  On  dira 
donc , comme  les  quarrés  des  temps , c’eft- 
à-dire  i*  13600*  ; ainfi  la  hauteur  donnée 
= 1 5 pieds , à la  hauteur  cherchée. 
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i : 1 2960000=1 5 : ....  194400000  haut*^. 

1 5 cherchée. 

64800000 
1 296 

194400000. 

Si  nous  comptons  maintenant  18000 
pieds  pour  une  lieue , nous  trouverons  cette 
hauteur  de  1 0800 , & par  conféquent  près 
de  quatre  fois  plus  grande  que  le  diamètre 
de  la  Terre. 

502. 

« 

Il  en  eft  de  meme  à l’égard  du  prix  des 
pierres  précieufes , lefquelles  ne  fe  vendent 
pas  dans  la'  proportion  des  poids  j tout  le 
monde  fait  que  ces  prix  fuivent  un  plus 
grand  rapport.  La  réglé  pour  les  diamans 
eft,  que  le  ptix  eft  en  raifon  quarrée  du 
poids , c’eft-à-dire  que  le  rapport  des  prix 
eft  égal  à la  raifon  doublée  des  poids.  On 
exprime  le  poids  des  diamans  en  carats  ^ 
& un  carat  vaut  4 grains  j fi  donc  un  dia- 
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mant'd’un  carat  vaut  lo  liv.  un  diamant 
de  100  carats  vaudra  autant  de  fois  lo 
livres , que  le  quarré  de  i oo  eft  plus  grand 
que  I } ainfi  on  aura , fuivant  la  réglé  de 
V trois, 

1*:  ioo*=ioliv.: 

ou  I : I oooo  = I o : Rép.  i ooooo  liv. 

11  y a un  diamant  en  Portugal  qui  pefe 
i68o  carats  J Ton  prix  fe  trouvera  donc  en 
faifant 

i‘:  id8o*=ioliv. : ou 

I : 1822400  =10  : 28224000  liv- 

î°3- 

Les  portes  foumiflent  aflez  d’exemples 
de  rapports  compofés , parce  qu’elles  fe 
payent  en  raifon  compofée  du  nombre  des 
chevaux  & de  celui  des  lieues  ou  des  portes. 
Par  exemple  , un  cheval  fe  payant  20  fous 
par  porte  , qu’on  veuille  favoir  ce  qu’on 
aura  à payer  pour  28  chevaux  & pour  4^ 

portes  ? 
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poftes?  On  écrira  d’abord  le  rapport  des 

chevaux , — i : z8 , 

fous  ce  rapport  on  mettra  celui 

des  poftes , — — i : 9, 

& compofant  les  deux  rapports , 

on  aura — 2 : zçzj 

ou  1 : 1 26:=  I liv.  à 1 26  fr.  ou  42  écus. 
Autre  quejlion.  Si  on  paye  un  ducat  poutf 
huit  chevaux  par  trois  milles  d'Allemagne  , 
combien  coûteront  trente  chevaux  pour 
quatre  milles  ? On  fera  le  calcul  fuiVant  : 


4* 

ç = I duc.  : au  4^.  terme , qui 

fera  5 duCi 


504. 


La  même  compofition  des  rapports  fé 
préfente,  quand  il  eft  queftion  de  payer 
des  Ouvriers , piiifque  ces  payemens  fui- 
vent  ordinairement  la  raifon  compofée  du 
nombre  des  Ouvriers  & de  celui  des  jours 
qu’on  les  a employés. 

Tome  li 


Ce 
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Si  on  donne , par  exemple , 2 5 fous  par 
jour  à un  Maçon,  & qu’on  demande  ce 
qu’il  faudra  payer  à vingt-quatre  Maçons 
qui  auront  travaillé  pendant  50  jours?  On 
fera  ce  calcul: 


14 

50 


I ; i2oo==25: 1500  francs 

M 

20)30000(1 500. 

Comme  dans  ces  fortes  d’exemples  on 
a cinq  données  , on  nomme  dans  les  livres 
d’Arithmétique  réglé  de  cinq  , celle  qui 
fert  à réfoudre  ces  queftions. 


V 
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CHAPITRE  XL 

Des  P rogrejjions  gcoméiriques. 


505. 

ü NE  fuite  de  nombres  qui  deviennent 
toujours  un  môme  nombre  de  fois  plus 
grands  ou  plus  petits  , fe  nomme  une  pro^ 
greJpi.on  géométrique , parce  que  chaque 
terme  eft  conftamment  au  fuivant  dans  le 
même  rapport  géométrique.  Et  le  nombre 
qui  indique  combien  de  fois  chaque  terme 
eft  plus  grand  que  le  précédent , s’appelle 
Yexpofant.  Ainh^  quand  le  premier  terme 
cft  I & l’expofant  ^ 2 , là  progrefiion  géo- 
métrique devient: 

Termes  r,2, 3,4,  5,  6,  7,  8,  9 &c* 

Progr.  I,  2,  4,  8,  16,  32,64, 1 28,  256&C. 
les  nombres  1,2,3  &c.  marquant  tou- 
jours les  quantièmes  termes  de  la  progref- 
lîon. 


Ce  ij 
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506. 

Si  on  fuppofe , en  général , le  premier 
terme  — & l’expofant  — ^ , on  a la  pro- 
greflion  géométrique  fuivante: 

5 9 ^ 9 7 y ^ •••• 

Progr.  a^ah^ah* , ah' , ab*,  ah , ah^ah ..  ah~'. 

Ainfi , quand  cette  progreffion  eft  de  n 
termes,  le  dernier  terme  eft  z=.ah-^.  Il 
faut  remarquer  ici , que  fi  l’expofant  b eft 
plus  grand  que  l’unité  , les  termes  augmen- 
tent continuellement  J que  fi  l’expofant  b:=i, 
les  termes  font  tous  égaux  j enfin , que  fi 
l’expofant  b eft  plus  petit  que  i , ou  qu’il  ait 
une  fraftion  , les  termes  décroiflent  fans 
cefîe.  Ainfi  quand  a—i  & b—'-^  on  a 
cette  progrefiion  géométrique  : 

tLII-L-L-L  -L&c 

* ^ a > 4 » 8 ’ 16  > 31  ’ 64  » ii8> 

507. 

Ici  fe  préfentent  donc  à confidérer: 

I.)  Le  premier  terme  que  nous  avons  nom- 
mé a. 
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II. )  L’expofant , que  nous  appelions  b, 

III. )  Le  nombre  des  termes , que  nous  avons 
indiqué  par  n. 

IV. )  Le  dernier  terme  , que  nous  avons 
trouvé  =ab’'-^. 

Ainfi , quand  les  trois  premières  dé  ces 
parties  font  données , on  trouve  le  dernier 
terme , en  multipliant  par  le  premier  terme 
a la  n — I®  puiflance  de  ^ , ou 

Si  on  demandoit  donc  le  50®  terme  de 
la  progreflion  géométrique  i , 2,  4,  8, 
&c.  on  auroit  cz=i  , b=zx  & 7^=50; 
par  conféquent  le  50^  terme  Or  2’ 

étant  =512  J 2'“  fera  = 1024.  Donc  le 
quarré  de  2'%  ou  2'“’,  =1048576,  &le 
quarré  de  ce  nombre  , ou  109951 1627776 
= 2^“.  Multipliant  donc  cette  valeur  de 
3.'”’  par  2’  ou  par  512,  on  a 2*’  égalant 
562949953421312. 

508. 

Une  des  principales  queftions  qui  fe  pré- 
fentent  dans  cette  matière , c’eft  de  trouver 

Ce  iij 
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la  fomme  de  tous  les  termes  d’une  pro- 
greiïïon  géométrique  ; nous  allons  donc  en 
expliquer  la  méthode.  Soit  donnée  d’abord 
la  progreffion  fuivante , compofée  de  dix 

termes  : ^ 

) 

1,2,4,8,16,  32, 64, 128,  256,  512, 
dont  nous  indiquerons  la  fomme  par /,  de 
forte  que; 

+2  +4”l*8“|-i6-f-32.'t'64”hi  28  + 2^6 
+ 512,  nous  aurons,  en  prenant  le  double 
de  part  & d’autre , 2y=2-|-4-|-8-[-i6-[-32- 
•4-64-}-i  2.8-j-2  56-}-i024.  Otant  de  ceci 
la  progreffion  indiquée  par  /,  il  refte 
yî:=:io24  — I =rio23  J donc  la  fommc 
cherchée  = 1023. 

509- . 

Suppofons  maintenant  que  dans  la  même 
progreffion  le  nombre  des  termes  foit  indé- 
terminé , de  façon  que  la  fomme  en 

queftion,  ou  /,  foit:=:i-|-2-j-2’ -j-2’ 

2”"‘.  Si  on  multiplie  par  2 , on  a z/^i 

^2’ -j-2^ . ..\  , & fouHrayant  de 
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cette  égalité  la  précédente , on  a — i . 
On  voit  donc  que  la  fomme  cherchée  fe 
trouve , en  multipliant  le  dernier  terme , 
par  l’expofant  2,  afin  d’avoir  2",  &: 
en  fouftrayant  de  ce  produit  Tunitc. 

510. 

Cela  devient  encore  plus  clair  par  les 
exemples  fuivans  , où  nous  fubfiituerons 
fuccefiivement  à n les  nombres  1,2,3, 
4,  &c. 

1=1;  1+2=3;  i+2+4'=7i  1+2+4+8 
= 15;  1+2+44-84-16=31;  1+2+4 
4~’84“ i64“3  ^"“^3  > 

511. 

On  propofe  ordinairement  dans  cette 
matière  la  queftion  qui’  fuit  : Un  homm.e 
propofe  de  vendre  fon  cheval  par  les  doux, 
qui  font  au  nombre  de  3 2 ; il  demande  i 
liard  pour  le  premier  clou  , 2 liards  pour 
le  fecoisd  clou , 4 liards  pour  le  troifieme 
clou,  8 liards  pour  le  quatrième,  & ainli 
* Ce  iv 


•1 

.1 
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de  fuite  , en  demandant  pour  chaque  clou 
le  double  du  prix  du  précédent.^  On  de- 
mande quel  feroit  le  prix  du  cheval  ? 

Cette  queftion  fe  réduit  évidemment  à 
trouver  la  fomme  de  tous  les  termes  de  la 
, progreflion  géométrique  i , 2 , 4 , 8 , id  , 
&c.  continuée  jufqu’au  32®  terme.  Or  ce 
dernier  terme  eft  2^  ‘ j & comme  nous  avons 
trouvé  plus  haut  2*°==:  1048  5 76  , & 2“* 
P=i024  , nous  aurons  2“.  2"’  = 2’°  égal  à 
1073741824  ; & en  multipliant  encore  par 
2,  le  dernier  terme  2’ ‘ = 2 147483648  } 
en  doublant  donc  ce  nombre  & en  retran- 
chant Tunité  du  produit,  la  fpmme  cher- 
chée devient  4294967295  liards.  Cesliards 
font  1073741823^  fous,  & divifant  par  20 
on  a 53687091  liv.  3 f 9 den.  pour  le  priîç 
cherché. 

51?- 

Soit  à préfent  l’expofant  =3  , & qu’il 
s’agilTe  de  trouver  la  fomme  de  la  progref- 
(ion  géométriquç  1^  3 , 9.,  27, 
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729  , compofée  de  7 termes.  Suppofons-Ia 
pour  un  moment  de  forte  que 

/=i  + 3-f9-f-27  + 8i-|-243+729. 

Nous  aurons , en  multipliant  par  3 : 

3/=  3 + 9+^7+81+^43+7^9+21^7* 
Et  fouftrayant  la  férié  précédente , nous 
avons  — 1=2186.  Ainfi  le  double 

de  la  fomme  ed:  =2186,  & par  confé-  • 
^uent  la  fomme  cherchée  =1093, 

513- 

Soit  dans  la  même  progreffion  le  nombre 
des  termes = /Z,  & la  fomme  ; de  forte 

que  /=i+3+3*+3’+3'  + ---- 
Si  on  multiplie  par  3 , on  a ■ 

-|-3’-|~3^  + ‘***  3"*  Souftrayant.  de  ceci 
la  valeur  de  /,  comme  tous  les  termes  de 
celle-ci  , excepté  le  premier,  détruifent 
tous  les  termes  de  la  valeur  de  3/,  ex- 
cepté le  dernier  , on  aura  2/=  3"  — i; 

•î»_j  ^ ^ 

donc  fzz=.<-—.  Ainfi  la  fomme  cherchée 
fç  trouve  en  multipliant  le  dernier  terme 
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par  3 , en  fouftrayant  i du  produit , & en 
divifant  le  refte  par  2.  C’eft  ce  qu’on  voit 
aufli  par  les  exemples  fuivans  : i=i  j i-|-3 

=5^=4;  i+3+9=^=i3i  1+3+9 

+ î7=—=40;  i+3+9-f-i7+Sl 
=^—=121. 

514- 


Suppofons  maintenant , en  général , le 
premier  terme  l’expofant  =^,  le 

nombre  des  termes  =/z,  & leur  fomme 
—fy  en  forte  que 

fz=a-^ab  -^aP  . ab"~^^ 

Si  nous  multiplions  par  b , nous  avons 
h f=.^ab -^aP  -^aP  -^ab*  -^aP  aP  y 

& fouftrayant  l’égalité  précédente  il  refte 
— O.;  d’où  nous  tirons  faci- 
lement la  fomme  cherchée  /—-r ^.Par 


conféquent  la  fomme  d’une  progre (lion  géo- 
métrique quelconque  fe  trouve  , ft  on  mul- 
tiplie le  dernier  terme  par  l’expofant  de  la 
progreftion , qu’oh  fouftraie  du  produit  le 
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premier  terme  &:  qu’on  divife  le  refte  par 
i’expofant  diminué  de  l’unité. 

515- 

Soit  une  progrefîion  géométrique  de  fept 
termes , dont  le  premier  = 3 , Se  que  l’ex- 
pofant  foit  =2  , on  aura  a=3  , b—x  Se 
n—-j  ; donc  le  dernier  terme  1=3.2^,  ou 
3.64=192  ; Se  la  progreffion  entière  fera 
3,6,  12,  24 , 48 , 96 , 192. 

Si  de  plus  on  multiplie  le  dernier  terme 
192  par  l’expofant  2 , on  a 384;  ôtant  le 
premier  terme  3 , il  refte  381  j Se  divilant 
ceci  par  b — i ou  pan  , on  a 381  pour  la 
Tomme  de  toute  la  progreffion. 

516. 

Soit  encore  une  autre  progreîfiqn  géo- 
métrique de  fix  termes , que  4 en  loir  le 
premier,  Se  que  l’expofant  foit  La 
progreffion  eft 
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Multiplions  ce  dernier  terme^^parTex- 
pofant J , nous  aurons^’ ; la  fouftraftion 
du  premier  terme  4 laiffe  le  refte  ^ , qui , 
divifé  par  b — donne  ^^=8  3!^. 

' 517* 

Lorfque  l’expofant  eft  plus  petit  que  i, 
& que , par  conféquent , les  termes  de  la 
progrelTion  vont  toujours  en  diminuant, 
on  peut  indiquer  la  fomme  d^une  telle  pro- 
•greflion  décroiffante  qui  iroit  à l’infini. 

Soit  3 par  .exemple  , le  premier  terme 
=1 , l’expofant  = ^ , & la  fomme  =/,  en 
forte  que  : 

fans  fin. 

Si  on  multiplie  par  2 , on  a 

2/=i4^i+r+î+r+ïV+3T+» 
fans  fin. 

Et  foLiftrayant  la  progreffion  précédente, 
il  refte  f—^  pour  la  fomme  de  la  progref^ 
fion  infinie  propofée. 
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518. 

Si  le  premier  terme  = i , rexpofant=^ , 
& la  fomme  =f;  de  façon  que 
/=i  + j+^+i7  + ^r  + » ^ l’infinL 

On  multipliera  le  tout  par  3 , on  aura 
3/=3+i+î-+^  + ^+  à l’infini; 
& fouftrayant  la  valeur  de  /,  il  refie  2/ 
= 3 ; donc  la  fomme  f =1  -, 

519. 

■ Qu’on  ait  une  progreffion  dont  la  fomme 
le  premier  terme  = 2 , rexpofant;=  j; 
de  façon  que 

/=^+l  + l + f + 3 + . à l’infinî. 

Multipliant  par ^ on  aura j/=|-j-2-|-| 
+ l + ^ + â + » fans  fin.  Or  fouf- 

trayant  la  progreffion  /,  il  refie  î-/=  | ; 
donc  la  fomme  cherchée  =8. 

520. 

• Si  on  fuppofe , en  général , le  premier 
terme  =a,  & l’expofant  de  la  progreffion 
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=j,  de  maniéré  que  cette  fraftion  foit  plus 
petite  que  i , & par  conféquent  c plus  grand 
que  6 i voici  comment  on  trouvera  la  Tom- 
me de  cette  progre/Tion  poulTée  à l’infini  : 
on  fera 


ah 


iP 


+ -r+^  + . &C. 
CC  ^ C ' C ' 


/=-+¥4 

Tans  fin. 

Multipliant  par  on  aura 

à l’infini. 


Et  fouftrayant  cette  égalité  de  la  précé- 
dente, il  refte  (i  — ; 

a 

Par  conféquent  f= j.  • ’ 

Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  cette 
fraéfion  par  c,  on  a f~“^y  Lafommede 
la  progrefîion  géométrique  infinie  propofée 
fe  trouve  donc  en  divifant  le  premier  terme 
a par  i moins  l’expofant , ou  bien  en  mul- 
tipliant le  premier  terme  a par  le  dénomina- 
teur de  l’expofant , & en  divifant  le  produit 
par  le  même  dénominateur  diminué  du  nu- 
mérateur de  l’expofant. 
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521. 

On  trouve  de  la  même  maniéré  les  fom- 
mes  des  progreffions , dont  les  termes  font 
affeftés  alternativement  des  lignes  + & — • 
Soit , par  exemple , 

/"  ab  t .ch 

+ — + 7 , 

Si  on  multiplie  par  ^ , on  a 

r/=T~— + 73 7T-&C. 

Et  fi  on  ajoute  cette  égalité  à la  pré- 
cédente, on  obtient  D’où 

^ CL 

l’on  tire  la  fomme  cherchée  f=  — — , ou 


522. 

On  voit  donc  que  fi  le  premier  terme 
<2=^,  & l’expofant  =y,  c’eft-à-dire,  b 
t=2  & , on  trouvera  la  fomme  de 

la  progreffion^-  + ^ + &c.  =15 
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puifqu’en  fouftrayant  l’expofant  de  i il 
tera  ^ , & qu’en  divifant  le  premier  terme 
par  ce  refte , le  quotient  eft  i . 

On  voit  en  fécond  lieu  que  (i  les  termes 
font  alternativement  pofitifs  & négatifs  , ÔC 
que  la  progreffion  ait  cette  forme  : 

-4--  — + 

J 15  I 115  * 

la  fomme  fera 


+ b 
c- 


i 

l_ 

b 7 ■ 

J 

5^3 


Autre  exempte.  Soit  la  progreffion  infinie 
^4--^‘4--^-4-&c. 

JQ  loo  I looo  I lOOOO  I lOOOOO  I 

Le  premier  terme  eft  ici  5^,  & l’expo-^ 
fant  eft^.  Souftrayant  ce  dernier  de  i , 
il  refte  ^ ^ l’o^  divife  le  premier  terme 

par  cette  fraftion , il  vient  pour  la  fom- 
me de  la  progreffion  donnée.  Ainfi  en  ne 
prenant  qu’un  terme  de  la  progreffion , fa- 
voir  ^ , l’erreur  feroit  de  ^ . 

. , En  prenant  deux  termes , ^ + 

il 


j_ . 
100  ' 


11 

100^ 


■‘•Il 
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il  s’en  faudroit  encore  de  ^ que  la  fomme 
ne  fut  = P 

524. 

Autre  exemple.  Soit  donnée  la  progreffion 
infinie  : 

Q_Li._l_-2.  4.  J_.J — ^4&c. 

X I 10  I 100  ] 1000  I 10000  I 

Le  premier  terme  eft  9 , Texpofant  eft 
Ainfi  I moins  l’expofent  fait^;  &l  =io, 

10 

fomme  cherchée. 

On  remarquera  que  cette  fuite  s’exprime 
pp  une  fraéfion  décimale  en  cette  maniéré, 
9,9999999,  &c. 


CHAPITRE  XII. 

Dis  FraBions  décimales  infinies, 

' 5^5- 

N ous  avons  vu  plus  haut  que  dans  les 
calculs  logarithmiques  on  emploie  des  frac- 
tions décimales  au  lieu  des  fraftions  ordi- 
Tome  1,  D d 
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naires  ; cela  fe  pratique  auffi  avec  beaucoup 
d’avantage  dans  d’autres  calculs.  Il  s’agira 
principalement  de  faire  voir  comment  on 
transforme  une  frafHon  ordinaire  en  une 
fra£Hon  décimale  , & comment  on  peut 
exprimer  réciproquement  la  valeur  d’une 
fraéfion  décimale  par  une  fraéUon  ordi- 
'Oaire. 

516. 

Qu’on  ait  généralement  à changer  en 
fraftion  décimale-la  fraéHon  ^ : comme  cette 
-ffaélion  exprime  le  Huotient  de  la  divifion 
du  numérateur  a par  le  dénominateur  b , on 
écrira  à la  place  de  a la  formule  a,ooooooo, 
dont  la  valeur  ne  différé  pas  du  tout  de 
celle  de  a , puifqu’elle  ne  contient  ni  di- 
xièmes , ni  centièmes  &c.  On  divifera  en- 
fuite  cette  formule  par  le  nombre  b,  fuivant 
les  réglés  ordinaires  de  la  divifion , & en 
pbfervant  feulement  de  mettre  à la  place 
convenable  la  virgule  qui  fépare  les  déci- 
males & lés  entiers.  Voilà  tout  le  procédé , 
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& nous  allons  l’éclaircir  par  quelques 
exemples. 

Soit  donnée  d’abord  la  fraélion^,  ladi- 
vifion  en  décimales  prendra  cette  forme: 

2)  \ ,0000000 , 

0,5000000  ‘ * 

Nous  voyons  par-là  que  ^eft  autant  que 


0,5000000  ou  que  0,5  } & en  effet  cela 
eft  évident , puifque  cette  fràélion  décimaje 
indique  ^ , qui  équivalent  à 


527. 

Que  foit  la  fraftion  donnée , on  aura 

3)  1 ,0000000 , ” 

o>333}333  “~’* 

Cela  fait  voir  que  la  fraâion  décimale,' 
dont  la  valeur  = j , ne  peut , à la  rigueur, 
être.difcontinuée  nulle  part,  & qu’elle  va 
à l’infini  en  confervant  toujours  le  nombre 
3.  Auffi  avons-nous  trouvé  plus  haut  que 
les  fractions  - — -1 — - — I — , &c.  à 
•l’infini,  ajoutées  enfemble  font-, 

Dd'ij  - . 
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. La  fraftion  décimale  qui  exprime  la  va- 
leur de  , fe  continue  de  même  à l’infini , 
car  on  a 

3) 2,0000000 a 

1,6666666  ”3’ 

Et  cela  fuit  d’ailleurs  évidemment  de  ce 
que  nous  venons  de  dire , parce  que  | eft 
lé*  double  dej-, 

528.  ‘ 

i 

Si  J eft  la  fraélion  propofée , on  a 

4) 1,0000000 * 

0,2500000 

Aiilrfî  ^ eft  autant  que  0,2500000  ou  que 
0,255  & cela  eft  clair,  puifque^  + ji 

2!  1 , 

~~  100  4 * 

, , On  auroit  pareillement  pour  la  fraétion  J 

4)3,0000000 J 

0,7500000 

Ainfi  ^=0,75  5 &eneffet  — î-=:2? 

4 ] 7 XO  I XOO  100 

«=—î 

4* 

La  fraftion  ^ fe  change  en  fraétion  dé- 
cimale^ en  iaifant 
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4)5,0000000 J 

1,2500000  * 


529. 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  | 

= 0,2  J -:=0,4j  ^ = = 

f = I,2,&C. 

Quand  le  dénominateur  eft  6 , on  trouve 
^=o,id6666d  &c.  ce  qui  eft  autant  que 
0^666666 — 0,5.  Or  0,666666=1  & 0,5 
=j,  donc  en  effet  0,1 666666= J — 

On  trouve  auffi|=o,333333  &c.=j; 
mais  I devient  o,  5 000000  = ~ . Enfuite  | 
=o.*î3333=0)333333+o.5»c’eft-3-<l' 

530. 

Lorfque  le  dénominateur  eft  7 , les  frac- 
tions décimales  deviennent  plus  compli- 
quées. Par  exemp.  on  trouve  ^ = o,  1 4 2 8 57 
&c.  cependant  il  faut  remarquer  que  ces 
fix  chifires  142857  reviennent  conftam- 

Ddiij 
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ment.  Pour  fe  convaincre  donc  que  cette 
fra£Hon  décimale  exprime  précifément  la 
valeur  de  ^ , on  peut  la  transformer  en  une 
progreffion  géométrique  , dont  le  premier 
terme  foit  = , & l’expofant = — - — ; 

lOOOOOO  ' - r looooco  * 

'4^857 

& par  conféquent  la  fomme  —7  — , 

^ I 000000 

^ multipliant  les  deux  termes  par 

1000000) 

- 7 

531- 

On  peut  prouver  encore  d’une  maniéré 
plus  facile , que  la  fraftion  décimale  trou- 
vée fait  exaftement  ^ ; car  pofant  pour  fa 
valeur  la  lettre  /,  on  a* 

7^0,142857142857142857  &c. 
iof=\,  42857142857142857  &c. 
ïoo/^M»  21857142857142857  &c. 
1000^=142,  857142857142857  &c. 
100007^1428,  57142857142857  &c. 
100000/^14285,  7142857142857  &c. 
1000000^=142857,  142857142857  &c. 
SouftrayezT^  O,  1428  57 1428  5 7 &c. 

999999/=!  4285^^ 
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Et  divifant  par  999999  , vous  aurez  f 
Donc  la  fra£lion  décimale, 
qu’on  avoir  fait  =/,  efl: 

53^- 

On  transformera  de  la  même  maniéré 
I en  une  frafiion  décimale , qui  fera 
0,28571428  &c.  & cela  nous  conduit  à 
trouver  plus  facilement  la  valeur  de  la 
fraftion  décimale  que  nous  venons  de  fup- 
pofer  =/;  parce  que  0,28571428  , &c.  ' 
doit  être  le  double  de  celle-là , & par  con- 
féquent  =2/  Car  nous  avons  eu 

1007^14,28571428571  &c, 

ainfî  en  fouf- 

trayant  if=z  0,28571428571  &c. 
il  refte  ^Sf=i4 
donc  /=ÿ=i. 

On  trouve  aufli^  =0,4,28  571428  57  &c, 
ce  qui , après  notre  fuppofition , doit  être. 

= 3/,-  or  nous  avons  trouvé  i 

io/=i, 42857142857 , &c.  j 

ainfi  en  fouf-  j 

trayant  3^0,42857142857,  &c.  | 

nous  avons  7/=i  j dcmc . i 

"■  i 
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533- 

Ainfi  quand  une  fraftion  propofée  a le 
dénominateur  7 , la  fraftion  décimale  eft 
infinie  , & 6 chiffres  y font  continuellement 
répétés.  La  raifon  en  eft  , comme  il  eft: 
facile  de  s’en  appercevoir,  qu’en  continuant 
la  divifion  il  faut  qu’on  revienne  tôt  ou  tard 
à un  réfidu  qu’on  aura  déjà  eu.  Or  il  ne 
peut  refter  dans  cette  divifion  que  6%nom~ 
bres  différens , favoir  1,2,  3,  4,  5,65 
ainfi , après  la  fîxieme  divifion  au  plus  tard  , 
il  faut  que  les  mêmes  chiffres  reviennent; 
mais  lorfque  le  dénominateur  eft  de  nature 
à faire  parvenir  à une  divifion  fans  refte, 
ces  cas-là  ne  peuvent  avoir  lieu, 

534- 

Suppofons  à préfent  que  8 foit  le  déno- 
minateur de  la  fraftion  propofée , on  trou- 
vera les  fraéfions  décimales  qui  fuivent  : 

8 2 5 » 8 =0,250}  8 *—0,375  i 

. f =0,500;  1=0,625  ; 1=0,750; 
1=0,875,  &c. 


y 
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535- 

Si  le  dénominateur  eft  9 , on  a 
1=0,111  &c.  I =0,222  &c.  1=0,3  33&C. 

Si  le  dénominateur  eft  10,  on  a 
ï^=Ojioo;  ^=0,200;  ^=0,3.  Cela  eft 
clair  par  la  nature  de  la  chofe , de  même 
quej^=o,oii  que£=o,37  i que 
=0,256;  que ^^=0,0024,  &c. 

536. 

Que  1 1 foit  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion propofée , on  aura  ^ = 0,0909090  , 
&c.  Or  fuppofons  qu’on  veuille  trouver  la 
valeur  de  cette  fraélion  décimale  , & nom- 
mons-la  /,  nous  aurons  /=  0,090909  , & 
107=00,909090;  déplus,  1007=9,09090.^ 
Si  donc  nous  fouftrayons  de  ceci  la  valeur 
de  /,  nous  aurons  99/=  9,  & par  confé- 
quent  /=^=^.  Nous  aurons  aufli 

^=0,181818, &c.’f^=o,27 2727,  &c. 

=o>545454&c. 
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537- 

Il  eft  donc  un  grand  nombre  de  fra£Hois 
décimales , où  un , deux  ou  plufieurs  chif- 
fres reviennent  conftamment , & qui  con- 
tinuent de  cette  maniéré  jufqu’à  l’infini.  De 
telles  fractions  font  affez  remarquables  , & 
nous  allons  faire  voir  comment  on  peut 
trouver  aifément  leurs  valeurs  (*). 

(*)  Ces  fraâions  décimales  périodiques  fourniOent 
tnadere  à plufieurs  recherches  intérelTantes  ;^j’avois  comr 
mencé  à m’en  occuper , même  avant  que  d’avoir  vu  cette 
'Algehre,  & j’aurois  peut-être  continué,  11  je  n’attendois 
auHl  i’occallon  de  voir  un  Mémoire  inféré  dans  les  Tran- 
faSions  philofophiques  pour  1769  , & intitulé  ofthc  Thtory 
of  circulating  FraRions.  Je  me  contenterai  de  rapporter 
ici  le  railbnnement  par  lequel  j’avois  commencé. 

N 

• Soit  — une  fmâion  réelle  quelconque  irréduâihle  à de 

tnoindres  termes  ; on  demande  jufqu’à  combien  de  chillres 
il  faudra  la  réduire  en  décimales , anont  que  les  même» 
termes  ou  chiâres  reviennent.  Je  fuppofe  que  10  N fbit 
plus  grand  que  27;  fi  cela  n’étoit  pas  , mais  que  100  iV 
ou  1000  JV  feulement  fôt  >^,  il  faudroit  commencer 

par  voir  11  à de  moindre» 

iV* 

termes , ou  à une  fraâion  , 
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Suppofons  d’abord  qu’un  feul  chiffre  foit 
toujours  répété , & indiquons-le  par  a , de 
forte  que  f=Oyaaaaaaa.  Nous  avons 
10  f=.  a^aaaaaaa , 

& fouftrayant  f=zo,aaaaaaa 

I — ■ ».  I 1 1 ■■  4. 

nous  aurons  ^f=ai  donc 


Cela  pofé , je  dis  que  la  même  période  ne  peut  re- 
venir que  lorfque  dans  ladivifion  continuelle  qu’on  fait, 
le  même  réfidu  N revient.  Suppofons  que  jufqu’alors  on 
ait  ajouté  f zéros,  & que  Q foit  le  nombre  du  quotient 
en  entier , & abftraéiion  faite  de  la  virgule  , on  aura 

N^iof  ^ "N  . - N , , . ^ ^ , 

— ^ — = Q+— J donc  Q = — X (10^- 1).  Or  Q devant 


être  un  nombre  entier,  il  s’agit  de  déterminer  pour  f 
le  plus  petit  nombre  entier,  tel  que  ^x(io^- i)  , ou 


feulement  que  foit  un  nombre  entier. 

Ce  problème  demande  qu’oiT  diftingue  dilFérens  cas  : 
le  premier  eft  celui  où  D eft  un  divifeur  de  10 , ou  de 
xoo  ou  de  1000  &c.  & il  efl  clair  que  dans  ce  cas  au- 
cune fraâion  périodique  ne  peut  avoir  lieu.  Nous  pren- 
drons pour  lé  fécond  cas  celui  où  D eft  un  nombre  im— 
' pair,  & qui  ne  foit  pas  un  faûeur  d’une  puiflance  de 
10;  dans  ce  cas  la  valeur  de  f peut  aller  jufqu’à  D-i , 
mais  fouvent  elle  eft  moindre.  Un  troifieme  cas  enfin 
eft  celui  où  D eft  pair,  & où  par  conféquent,  fans  être 
un  faâeur  d’une  puiftance  de  iq  , il  a cepeademt  uit 
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Lorfque  deux  chiffres  font  répétés , com- 
me abf  on  a f—Ojabababa.  Donc  \Oof 
^ab^ababab  i & fi  on  en  fouftrait  /,  il  relie 
^<^f=ab;  par  conféquent 

Lorfque  trois  chiffres,  comme  abc,  fe 
trouvent  répétés,  on  a Jh=a,abcabcabc i par 
conféquent  1000  f=zabc,abcabc ; & enfbuf 
trayant  /,  il  refie  999  f=.abc  } donc  / 
& ainfî  de  fuite. 

538- 

Toutes  les  fois  donc  qu’une  fi^éÜon  dé- 
cimale de  cette  efpece  fe  préfente  , il  eft 
facile  d’en  trouver  la  valeur.  Soit  donnée , 
par  exemple,  celle-ci,  0,29^296,  fa  va- 
leur fera  = ^ ^ , en  divifant  les  deux 

termes  par  37. 

commun  divifeur  avec  une  de  ces  puifTances.  Ce  commun 
divifeur  ne  peut  être  qu’un  nombre  de  la  forme  ; fi 

donc^  = rf,  je  dis  que  les  périodes  feront  les  mêmes 
N 

que  pour  la  fraâion  —,  mais  qu’elles  ne  commenceront 

qu’au  chiffre  défigné  par  c.  Ainfi  ce  cas  revient  au  fécond 
cas  , & il  eft  évident  au  refte  que  c’eft  celui-ci  qui  fait 
reiTendël  de  cette  théorie. 
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Cette  fraftion  doit  redonner  la  fra£tion 
décimale  propofée  j & on  peut  fe  con- 
vaincre facilement  que  ce  réfultat  a lieu  en 
effet , en  divifant  8 par  9 , & après  cela  le 
quotient  par  3 , parce  que  27=3.9.  ^ 

9)8,0000000 

T^,8888888~ 

0,2962962  &c. 

ce  qui  eft  la  fraélion  décimale  propofée, 

539- 

Donnons  encore  un  exemple  affez  cu- 
rieux , en  changeant  en  fraftion  décimale 
la  fraftion  > ce  qui  fe  fait  de 

la  maniéré  qu’on  va  voir: 

2)  1 ,00000000000000 

3) 0, 5 0000000000000 

4) 0, 1 6666666666666 

5) 0,041 66666666666 

6) 0,00833333333333" 

7) 0,00138888888888 

8) 0,00019841269841 

9) 0,00002480158730 
10)0,00000275573192 

0,00000027557319, 


I 
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CHAPITRE  XIII. 

Des  Calculs  (T intérêts  (*). 

540.. 

On  a coutume  d’exprimer  les  intérêts 
d’un  capital  en  pourcents^  en  difant  combien 
on  paie  annuellement  d’intérêt  de  la  fomme 
de  100.  Il  eft  affez  ordinaire  qu’on  place 
fon  capital  à 5 pour  cent,  c’eft-à-dire, 

/ 

(*)  La  théorie  du  calcul  de  l’intérêt  doit  fes  premiers 
progrès  à Ltïhnit\  , qui  en  donna,  les  principaux  élémens 
dans  les  Eruditonm  de  LeipTig  pour  16S3.  Elle  a 
fourni  matière  enfuite  à pluHeurs  diiTertatlons  détachées 
très-intéreflantes  ; ceux  qui  l’ont  le  plus  avancée , font 
les  Mathématiciens  qui  ont  travaillé  /ur  l’Arithmétique 
politique , dans  laquelle  on  combine  d’une  maniéré  vé- 
ritablement utile  le  calcul  des  probabilités , le  calcul  de 
l’intérêt  & lès  données  que  fournilTent  depuis  environ 
un  fiecle  les  régîtres  mortuaires.  De  bons  élémens  d’ Arith- 
métique politique  nous  manquent  encore  , quoique  cette 
branche  des  Mathématiques  , auffi  belle  qu’étendue , ait 
été  fort  cultivée  «a  Angleterre , en  France  & en  Hol- 
lande. > . 
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<3e  maniéré  qu’on  tire  5 écus  d’intérêt  d’un 
capital  de  roo  écus.  Ainfi  rien  de  plus  fa- 
cile que  de  calculer  les  intérêts  d’un  ca- 
pital quelconque  : on  n’a  qu’à  dire,  fuivant 
la  réglé  de  trois  : 

100  donnent  5 j que  donne  le  capital 
propofé  } Soit,  par  exemple , le  capital  860 
«eus , on  trouve  fon  intérêt  annuel , en 
difant  : 

100:5  =:  860  à.... 

' —L 

100)4300 

43. 

541. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à ces  calculs 
de  l’intérêt  fimple , afin  de  palTer  aulfî-tôt 
au  calcul  de  \ intérêt  fur  intérêt.  On  de-- 
mande  principalement  dans  ce  calcul , à 
quelle  fomrae  monte  un  capital  donné  après 
un  certain  nombre  d’années , ü on  joint  an- 
nuellement l’intérêt  au  capital , & que  de 
cettq  maniéré  on  augmente  coatinueHemenc 
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le  capital  ? On  part , pour  réfoudre  cette 
queftion,  de  ce  que  100  écus  placés  à 5 
pour  cent  fe  changent  au  bout  d’une  année 
en  un  capital  de  105  écus.  Soit  le  capital 
, on  trouvera  ce  qu’il  vaut  au  bout  de 
l’année,  en  difant:  100  donne  105  , que 
donne  a,-  la  réponfe  eft^^  = ^,ceque 
l’on  peut  auffi  écrire  de  cette  maniéré , 
.a,  ou  de  celle-ci, 

542. 

Ainfî , quand  on  ajoute  au  capital  aéluel 
fa  vingtième  partie  , on  obtient  la  valeur 
du  capital  pour  l’année  prochaine.  Ajoutant 
à celui-ci  fon  vingtième , on  fait  ce  que  vaut 
ie  capital  donné  après  deux  ans , & ainfi 
tle  fuite.  Il  eft  donc  facile  d’apprécier  les 
•accroilTemens  fuccelïifs,&  annuels  du  ca- 
; pital,  &>de  continuer  ce  calcul  auffi  loin 
qu’on  voudra.  ? 

' 543- 

Suppofons  un  capital  qui  foit  préfente- 
ment  de  1000  écus,  qu’il  foit  placé  à^cinq 

pour 
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pour  cent , & qu’on  joigne  chaque  année 
l’intérêt  au  capital.  Comme  ce  calcul  ne 
tarde  pas  à conduire  à des  fraftions , nous 
nous  fervirons  des  fraéUons  décimales , mais 
fans  les  pouffer  plus  loin  que  jufqu’aux  mil- 
lièmes parties  d’un  écu , vu  que  des  parties 
plus  petites  n’entrent  pas  ici  en  confidé- 
ration. 

Le  capital  donné  de  looo  écus  vaudra 
après  I an i05oécus 

^ * 
après  2 ans  — — — 1102,5 

après  3 ans  — — — 1157,625 

—iZiüi* 

après  4 ans  — — -7-  1215,506 

__6o^775, 

après  5 ans 1 176,28  i&c; 

544-  ^ - 

On  peut  continuer  de  la  même  maniéré 
pour  autant  d’années  qu’on  voudra } mais 
lorfque  le  nombre  des  années  eft  fort  grand, 
le  calcul  devient  long  & ennuyeux  j voici 
comment  on  peut  l’abréger  ; 

' To,m  /. 


£e 
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Soit  le  capital  préfent  =a , 8c  puirqu’ufl 
capital  de  20  écus  vaut  2 1 écus  au  bout  de 
l’année , le  capital  a vaudra  ^ a après  un 
an.  Le  même  capital  montera  l’année  fui- 
vante  à — V.  a.  Ce  capital  de 

deux  ans  vaudra  ^ l’année  d’après  5 

ce  qui  fera  donc  le  capital  de  trois  ans. 
Celui-ci  augmentant  de  même , le  capital 
donné  vaudra  ^ bout  de  quatre 

ans.  Il  vaudra  Ç^y.a  au  bout  de  cinq  ans. 
Après  un  liecle  il  vaudra  ,•  & en 

général  Qiy.a  fera  la  valeur  de  ce  ca- 
pital après  n années  j & cette  formule  fer- 
vira  à déterminer  la  quantité  du  capital 
après  un  nombre  quelconque  d’années. 

. 545- 


La  fraftion  ^ qui  eft  entrée  dans  ce  cal- 
cul, fe  fonde  fur  ce  que  les  intérêts  ont  été 
comptés  à 5 pour  cent , & que  ^ eft  au- 
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tant  Que  fi  les  intérêts  fe  comp- 

toient  à 6 pour  cent , le  capital  a monte- 
roit  au  bout  d’un  an:  à 

\iooy  \ïooy 

au  bout  de  deux  ansj  & à a au 

^ looy 

bout  de  n années. 

Mais  fi  les  intérêts  ne  font  que  de  4 pour 
:nt,  le  cap 
après  n ans. 


cent,  le  capital  a ne  vaudra  que 


546. 


Or  il  eft  aifé , lorfque  le  capital  a , ainlî 
que  le  nombre  des  années  , eft  donné , dé 
réfoudre  ces  formules  par  les  logarithmes. 
Car  s’il  eft  queftion  de  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  la  première  fuppofition , on 

prendra  le  logarithme  de  qui  eft; 

+log-«y  parce  que  la  for- 


mule en  queftion  eft  le  produit  de  ( — ^ 
& de  a.  Et  comme  eft  une  puiffance  , 
on  aura  L.  Ainfi  le  loga- 


rithme du  capital  cherché  eft  :=zn.L.^ 

Ee  ij 
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De  plus  le  logarithme  de  la  frac- 
tion—=L.  ZI  — L.  zo. 

20 

547; 

Soit  à préfent  le  capital  =iooo  écus> 
& qu’on  demande  de  combien  il  fera  au 
bout  de  I oo  ans , en  comptant  les  intérêts  à 
J pour  cent? 

Nous  avons  ici  n=ioo.  Le  logarithme 
du  capital  cherché  fera  par  conféquent 
= iooL.^+^‘  looo,  & voici  comment 
on  évalue  cette  quantité: 

L.zi  = i,3Zzzi95 
foqftrayant  L.  zo— 1 ,301 0300 

L.  ^ = o,ozii893 
multipliant  par  100 

looL.  Z, 1 189300 

>4 

ajoutant  L.  1 000 = 3 ,0000000 

logarithme  du  5 ,i  1 89300  ' 

capital  cherché. 

On  voit  par  la  caraftériftique  de  ce  lo- 
garithme, que  le  capital  cherché  fera  un 
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nombre  de  fix  chiffres , & en  effet  ce  ca- 
pital fe  trouve  =131501  écus. 

548. 

Un  capital  de  345  i livres  à 6 pour  cent, 
de  combien  ferait  il  après  64  ans  ? 

Nous  avons  ici  <1=345  z,  & n—64. 
Donc  le  logarithme  du  capital  cherché 
=64L.^-}-L.  3452',  ce  qu’on  calcule  de 
cette  maniéré  : 

1.53  = 1,7242759 

fouftrayant  L.  5 0=  i ,6989700 

L»  g- =0,0^5 3059  ^ 

multipl.  par  64:64  L.  ^ = 1,6195776 
L.3452  = 3, 5380708 
5,1576484. 

Et  en  prenant  le  nombre  .de  ce  loga- 
rithme , on  trouve  le  capital  cherché  égal 
à 14376}  livres. 

549- 

.Quand  le  nombre  des  années  eft  fort 
grand,  comme  il  s’agit  de  multiplier  ce 

Ee  uj 
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nombre  par  le  logarithme  d’une  frafHon; 
il  pourroit  provenir  une  aflëz  grande  erreur 
de  ce  que  les  logarithmes  ne  fe  trouvent 
calculés  dans  les  tables  que  jufqu’à  7 chiffres 
de  décimales.  Ceft  pourquoi  il  faudra  em- 
ployer des  logarithmes  pouffés  à un  plus 
grand  nombre  de  figures,  comme  on  l’a 
fait  dans  l’exemple  fuivant: 

Un  capital  d’un  écu  reftant  placé  à 5 
pour  cent  pendant  500  ans , & les  intérêts 
$’y  joignant  annuellement , on  demande  à 
• quelle  fomme  fe  montera  ce  capital  après 
les  500  années,^ 

On  a ici  a=^i  & «=500  j par  confe- 
quent  le  logarithme  du  capital  cherché  efl 
égal  à 300  L.^-f-L.  i , ce  qui  produit  ce 
calcul  : 

L.ii=3  1,322119294733919 
fouftrayant  L.  20=:  1,301029995663981 

L.  ^=;  0,021189299069938 
mult.  par  300  on  a 10,594649534969000 
Voilà  donc  le  logarithme  du  capital  cher- 
ché , lequel  fera  par  conféquent  égal  à 
39323200Q00  écus* 


i 
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550. 

Si  on  ne  fe  contentoit  pas  de  joindre 
annuellement  l’intérêt  au  capital , & qu’on 
voulût  encore  l’augmenter  tous  les  ans 
d’une  nouvelle  fomme=^,  le  capital  aftuel 
que  nous  nommerons  a , s’accroîtroit  cha- 
que année  de  la  maniéré  qu’on  verra: 
après  I an 

après  1 ans(^)‘a+^i+i, 

après  J ans(K:)’a+(’^)’è+^i+è, 

après  4 ans  (jj) ■ 

après  n ans 

+ 

Ce  capital  confifte , comme  on  voit,  en 
deux  parties,  dont  la  première 
& dont  l’autre  prife  à rebours  forme  la  férié 

Cette  fuite  eft  évidemment  une  progreffion 
géométrique,  dont  l’expofant  eft  égal  à 

Ee  iv 
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^Jous  en  chercherons  donc  la  fomme,  en 
multipliant  d’abord  le  dernier  terme 
par  l’expofant  ^ j nous  aurons  Sous- 

trayant enfuite  le  premier  terme  b , il  refte 

(2^)"^ — ^ ^ divifant  enfin  par  Texpofant 
moins  i , c’eft-à-dire  par  ~ , nous  trouve- 
rons la  fomme  cherchée  =20 

donc  le  capital  cherché  eft, 

551- 

Le  développement  de  cette  formule  exige 
qu’on  calcule  féparément  fon  premier  terme 
C^)"'  (<ï“H2.o^)y  ce  qui  fe  fait  en  prenant 
fon  logarithme , qui  eft  nL.  ^ -fL.(a-f-  xob)i 
car  le  nombre  qui  répond  à ce  logarithme 
dans  les  tables , fera  la  valeur  de  ce  pre- 
mier terme.  Si  l’on  fouftrait enfuite  20^ 
de  cette  quantité  , on  çonnoît  le  capital 
cherché. 
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5 5^- 

Quejllon.  Quelqu’un  a un  capital  de  1000 
écus  placé  à cinq  pour  cent , il  y ajoute 
annuellement  100  écus  outre  les  intérêts, 
on  demande  la  valeur  de  ce  capital  au  bout' 
de  vingt- cinq  ans  ? 

Nous  avons  icia=iooo;  b—ioo',  n 
— 25 } voici  donc  le  plan  de  l’opération: 

L.  ^=0,021 189299. 

Multipliant  par  25  on  a 

^5  L. “==0,5297324750 

= 4,0068537885. 

Ainfi  la  première  partie , ou  le  nombre 
qui  répond  à ce  logarithme,  eft  10159,1 
écus,  &■  fi  on  en  fouftrait  20^  = 2000, 
on  trouve  que  le  capital  en  queftion  vau- 
dra, après  vingt- cinq  ans,  8159,1  écus. 

5 53- 

Puis  donc  que  ce  capital  de  1000  écus 
va  toujours  en  augmentant,  & qu’après 
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vingt-cinq  ans  il  fe  monte  à 8 1 59  ^ écus ÿ 
on  peut  faire  la  queftion , en  combien  d’an- 
nées il  montera  jufqu’à  1000000  écus. 

Soit  n ce  nombre  d’années , & puifque 
a =1000,  ^=100,  le  capital  fera  au  bout 
de  /Z  ans  : 

(m)"  (3®®*^) — fomme  qui  doit  faire 
1 000000  d’écus  J de-là  réfulte  donc  cette 
égalité  ou  équation: 

300o(^y  — 2000=  1 000000. 

Ajoutant  des  deux  côtés  2000  > on  a 
3 000  ==  1 002000. 

Divifant  de  part  & d’autre  par  3000,  il 

• /ii\« 

vient  —334* 

Prenant  les  logarithmes  , on  a n L.  ~ 
=L.  334;  & divifant  par  L.^,  on  ob- 
tientOr  L. 334=  2,5237465  , 

&L.^=o,oiii893  i donc 
Et  fi  l’on  multiplie  enfin  les  deux  termes 
de  cette  fraéfion  par  10000000,  on  aura 
n=4ïS^j  ce  qui  fait  cent  dix-neuf  ans 
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un  mois  fept  jours , & c’eft  là  le  temps  après 
lequel  le  capital  de  i ooo  écus  fe  fera  accru 
jufqu’à  1 000000  d’écus. 

5 54- 

Mais  û on  fuppofoit  que  quelqu’un , au 
lieu  d’augmenter  annuellement  fon  capital 
d’une  certaine  fomme  fixe , le  diminuât  en 
employant,  chaque  année,  une  certaine 
fomme  pour  fon  entretien , on  auroit  les 
gradations  fuivantes  pour  les  valeurs  de  ce 
capital  a , année  par  année , en  le  fuppofant 
placé  à 5 pour  cent , & en  entendant  par 
b la  fomme  qu’on  en  ôte  annuellement  : 

après  I an, 
après  1 ans, 

après  } ans,  (i')’*'— (ü)’^— 
après  n ans,  (Vy 


5 5 5- 

^ Ce  capital  confifte  donc  en  deux  parties , 
l’une  ell  & l’autre  qui  doit  en  être 
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fouftraite  forme  , en  prenant  les  termes 
en  rétrogradant , la  progreffion  géométri-  ! 
que  fuivante: 

^+(K)‘  i’+ay^+-  ar'^- 

Nous  avons  déjà  trouvé  ci-deffus  la  fom- 

me  de  cette  progreffion  = — loèf  I 

fi  donc  on  fouftrait  cette  quantité  de  > I 

» 

on  aura  le  capital  cherché , après  n ans , 

556. 

On  auroit  pu  tirer  auffi  cette  formule 
immédiatement  de  la  précédente.  Car  de 
même  qu’on  ajoutoit,  dans  la  fuppoffiion  J 
précédente , annuellement  la/omme  è , on  ( 
ôte  à préfent  chaque  année  la  même  fom-  ; 
me  h.  On  n’a  donc  qu’à  mettre  dans  la  for- 
mule précédente,  par- tout  — ^ à la  place  j 
de  Il  faut  remarquer  principalement  ' 
ici  que,  fi  loh  ed  plus  grand  que  a,  la 
première  partie  devient  négative , & par 
conféquent  que  le  capital  va  toujours  en 
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diminuant.  Cela  fe  comprend  aifément,  car 
fl  on  ôte  plus  du  capital  annuellement  qu’il 
ne  s’y  joint  d’argent  en  intérêts , il  eft  clair 
que  ce  capital  doit  devenir  continuellement 
plus  petit,  & qu’à  la  fin  il  doit  même  fe 
réduire  abfolument  à rien.  C’eft  ce  que  nous 
allons  éclaircir  par  un  exemple, 

5 5.7- 

Quejîion,  Quelqu’un  a un  capital  de 
I ooooo  écus  placé  à 5 pour  cent  j il  lui  faut 
chaque  année  6000  écus  pour  fon  entre- 
tien J cela  fait  plus  que  les  intérêts  de  fon 
argent,  lefquels  ne  fe  montent  qu’à  5000 
écus } par  conféquent  le  capital  ira  toujours 
en  diminuant.  On  demande  en  combien 
de  temps  il  s’évanouira  tout-à-fait.  Suppo- 
fons  ce  nombre  d’années  & puifque 
û=:  100000  & ^=6000,  nous  favons  que 
après  n ans  la  valeur  du  capital  fera  = 

— 2ooop^^y-j- 1 20000  , ou  120000 

— 20ooo('^‘)".  Ainfi  le  capital  fe  réduira 
à zéro , lorfque  20000  (7Ô)”  le  montera  à 
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1 10000  écus , ou  lorfque  20000  éga- 
lera 1 20000.  Divifant  des  deux  côtés  par 
20000,  on  a^^y=;6.  Prenant  les  loga- 
rithmes , on  a « L.  ^ = L.  6.  Divifant  par 
• ii,  il  Vient  = , ou  « 

Donc  n =^6  ans  8 mois  22 
jours , au  bout  duquel  temps  il  ne  reliera 
plus  rien  du  capital.  * 

558. 

Il  fera  bon  de  faire  voir  auffi  comment, 
en  partant  des  mêmes  principes , on  peut 
calculer  les  intérêts  pour  des  temps  plus 
courts  que  des  années  entières.  On  fe  fert 
pour  cela  de  la  formule  a trouvée  plus 
haut , qui  exprime  la  valeur  d’un  capital 
placé  à 5 pour  cent  après  n années  -,  car  lî 
le  temps  eft  de  moins  d’un  an  , l’expofant 
n devient  une  fraélion  , & le  calcul  fe  fait 
par  les  logarithmes  comme  auparavant.  Si 
on  demandbit , par  exemple  , la  valeur  du 
capital  après  un  jour,  on  feroit  ^ 


! 
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fi  c’eft  après  deux  Jours,  /z=^,  & ainfi 
de  fuite. 

5 59* 

Soit  le  capital  a = 100000  écus,  placé 
à 5 pour  cent,  à combien  montera-t-il  en 
huit  jours  de  temps  ? 

g 

Nous  avons  a =i  00000,  & n = j67> 
conféquent  le  capital  cherché  =(w)^ 
lopooo.  Le  logarithme  de  cette  quantité 

cft  L«  (xô)***  L.  100000  — — 36J  L.  20 
+ L.  100000.  Or  L.^  =0,0211893, 

g 

multipliant  par^^  on  a 0,0004644 
ajoutant  L.  1 00000  = 5 ,0000000 

la  fomme  eft  = 5 ,0004644. 

Le  nombre  de  ce  logarithme  fe  trouve 
= 1001 07.  Ainfi  dans  les  premiers  huit  jours 
les  intérêts  du  capital  font  déjà  1 07  écus. 

560. 

Dans  cette  matière  fe  préfentent  auffi  les 
queftions  d’eftimer  la  valeur  préfente  d"une 
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fomme  d’argent  qui  ne  feroit  payable 
que  dans  quelques  années.  On  confidérera 
que , puifque  20  écus  en  argent  comptant 
montent  à 2 1 écus  en  douze  mois , il  faut 
que  réciproquement  2 1 écus  qu’on  ne  pour- 
roit  toucher  qu’au  bout  d’un  an , ne  valent 
aftuellement  que  20  écus.  Si  donc  on  ex- 
prime par  a une  fomme  dont  le  payement 
écherroit  au  bout  d’un  an,  la  valeur  pré- 
fente de  cette  fomme  Ainfi  pour 

trouver  combien  un  capital  a,  payable  leu- 
lement  au  bout  d’un  certain  temps , vau- 
droit  une  année  plutôt , il  faudra  le  mul- 
tiplier par  pour  trouver  fa  valeur  deux 
ans  avant  l’échéance  , on  le  multipliera  par 
& en  générai  fa  valeur,  n ans  avant 

l’échéance  , s’exprimera  par  a. 

561. 

Suppofons  qu’un  homme  ait  à tirer  pen- 
dant cinq  années -confécutives  une  rente 
annuelle  de  cent  écus , & qu’il  veuille  la 
céder  pour  de  l’argent  comptant , en  comp- 
tant 
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tant  lès  intérêts  à 5 pour  cent , fi  on  de- 
mande combien  il  doit  recevoir , voici  com*> 
ment  il  faudra  raifonner: 

Pour  100  écus  qui  échoient 

après  I an  il  reçoit  95,239. 

après  2 ans 90,704. 

après  3 ans 8(3,385. 

après  4 ans 82,272. 

après  5 ans  -78,355» 

fomme  des  5 termes  43  2,95  5. 

Ainfi  le  Pofleffeur  de  la  rente  ne  peut 
prétendre  en  argent  comptant  que  43  2,9  5 5 
écus,  ou  1 298  livres  17  fous  3 ~ deniers. 

562. 

On  remarquera  que  fi  une  telle  rente 
devoir  durer  un  nombre  d’années  beaucoup 
plus  grand , le  calcul , de  la  maniéré  que 
nous  l’avons  fait , deviendroit  très-pénible , 
voici  les  moyens  de  le  faciliter; 

Soit  la  rente  annuelle  , commençant 
des-à-préfent  & durant  n années , elle  vau- 
dra  aftuellement: 

Tome  /,  F f 
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Voilà  une  progreffion  géométrique  , & 1 

tout  fe  réduit  à en  trouver  la  fomme.  On 
multipliera  donc  le  dernier  terme  par  l’ex- 
pofant , le  produit  eft  fouftrayant 

le  premier  terme , il  refte  — a ,•  di-  | 

vifant  enfin  par  l’expofant  moins  i , c’eft-  j 
à-dire  , par  — ou , ce  qui  revient  au 
^nême , multipliant  par  — 21,  on  aura  la 
fomme  cherchée  t= — 21 
ou  bien,  21  a— 2iQ""‘^-’  ^ 
terme  qu’il  s’agit  de  fouftraire , fe  calcule 
facilement  par  les  logarithmes. 
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SECTION  QUATRIEME. 

Des  Equations  algébriques  , & delà 
réjolution  de  ces  Equations. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  réfolution  des  Problèmes  en  généraU 

563. 

I_iE  but  principal  de  l’ Algèbre,  ainlîqus 
de  toutes  les  parties  des  Mathématiques, 
eft  de  déterminer  la  valeur  de  quantités, 
qui  auparavant  étoient  inconnues.  On  Pat- 
teint  en  pefant  avec  attention  les  conditions  ^ 
prefcrites , lefquelles  s’expriment  toujours 
par  des  quantités  connues.  C’eft  auffi  pour- 
quoi on  définit  l’Algebre , la  fcience  qui  en-* 

' ^ déterminer  des  quantités  inconnues 

par  le  moyen  de  quantités  connues, 

Ff  ij 
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tr 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s’accorde 
auffi  avec  tout  ce  qui  a été  expofé  jufqu’ici, 
Par^tout  on  a vu  la  connoiffance  de  cer- 
taines quantités  faire  arriver  à celle  d’autres 
quantités  qu’on  pouvoit  auparavant  regar- 
der conïme  inconnues. 

L’Addition  en  offroit  d’abord  un  exem- 
ple. Pour  trouver  la  fomme  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  donnés , il  falloir  cher- 
cher un  nombre  inconnu  qui  fût  égal  à ces 
nombres  connus  pris  enfemble. 

Dans  la  Soullraftion  on  cherchoit  un 
nombre  qui  fût  égal  à la  différence  de  deux 
nombres  connus. 

Une  multitude  d’autres  exemples  fe  font 
préfentés  dans  la  Multiplication  & dans  la 
Divifion , dans  l’élévation  des  puiffances 
& dans  l’extraélion  des  racines  j la  quef- 
tion  fe  réduifoit  toujours  à trouver , par  le 
moyen  de  quantités  connues , une  autre  • 
quantité  inconnue  jufqu’alors. 
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565. 

*■'  Enfin  dans  la  derniere  feftion  nous 
avons  aufîi  réfolu  différentes  queftions  , où 
il  s’agiffoit  de  déterminer  un  nombre  qui 
ne  pouvoir  être  conclu  de  la  connoiffance 
d’autres  nombres  donnés  que  fous  de  cer- 
taines conditions. 

Toutes  les  queffions  fe  réduifent  donc 
à trouver , par  le  fecours  de  quelques  nom- 
bres donnés , un  nouveau  nombre  qui  ait 
avec  ceux-là  une»certaine  connexion;  & 
cette  connexion  fe  détermine  par  de  cer- 
taines conditions  ou  propriétés  qui  doivent 
convenir  à la  quantité  cherchée.  . . . 

, 566. 

X 

Lorfqu’il  fe  préfente  une  queftion  à ré- 
foudre , ort  indique  par  une  des  dernières 
lettres  de  l’Alphabet  le  nombre  cherché , 
& on  examine  enfuite  de  quelle  maniéré 
•les  conditions  données  peuvent  former  une 
égalité  entre  deux  quantités  ; cette  égalité 

Ffüj 
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qui  eft  repréfentée  par  une  efpece  de  for- 
mule qu’on  appelle  équation  , fert  enfuite 
à déterminer  la  valeur  du  nombre  cherché  I 
& par  conléquent  à réfoudre  la  queftion. 
Il  arrive  quelquefois  qu’on  cherche  plu- 
sieurs nombres  ; on  les  trouve  pareillement 
par  des  équations. 

567. 

Expliquons-nous  mieux  par  un  exemple, 

6 fuppofons  la  queftion  ou  le  problème  qui 

fuit:  « 

Vingt  perfonnes , hommes  & femmes  , 
mangent  dans  une  auberge  , l’écot  d’un 
homme  eft  8 fous celui  d’une  femme  eft 

7 fous , & la  dépenfe  totale  fe  monte  à 7 1, 

5 fous  ; on  demande  le  nombre  des  hom- 
mes & celui  des  femmes  ? 

On  fuppofera , pour  réfoudre  cette  quef- 
tion , que  le  nombre  des  hommes  {bit 

6 regardant  maintenant  ce  nombre  com- 
me connu , on  procédera  de  la  même  ma- 
niéré que  fi  en  vouloit  faire  la  preuve  & 
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voir  fî  ce  nombre  fatisfait  à la  queftion. 
Or  le  nombre  des  hommes  étant  & 
les  hommes  & les  femmes  faifant  enfem- 
ble  vingt  perfonnes , il  eft  facile  de  déter- 
miner le  nombre  des  femmes , on  n’a  qu’à 
fouftraire  de  20  celui  des  hommes,  c’eft- 
à-dire  que  le  nombre  des  femmes  ==20f 

— X. 

‘■"Mais  un  homme  dépenfe  8 fous,  donc 
X hommes  dépenfent  8at  fous. 

Et  puifqu’une  femme  dépenfe  7 fous , 
20 — AT  femmes  auront  dépenfé  140 — -jx 
fous. 

Ainfi  ajoutant  enfemble  8 & 1 40 — jx, 
on  voit  que  toutes  les  20  perfonnes  auront 
dépénfé  i'40-|-Â:  fous.  Or  ôn  fait  d’avance 
combien  elles -ont  dépenfé  , favoir  7 liv. 

5 fous,  ou  145  fous;  il  faut  donc  qu’il  y 
ait  égalité  entre  i40-f-Ar  & 145  , c’eft-à- 
dire  qu’on  ait  l’équation  i^o-^-x z=zi  ^ 

6 de-là  on  tire  facilement  x=^, 

i Donc  l’écot  étoit  de  ç hommes  & do 
1 5 femmes.  . . 


Ff  iv 
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568. 

Autre  quejlion  de  la  même  efpece. 
Vingt  perfonnes,  hommes  femmes, 
fe  trouvent  dans  une  auberge  -,  les  hommes, 
dépenfent  24  florins , & les  femmes  autant,- 
^ il  fe  trouve  qu’un  homme  a dépenfé  i 
florin  de  plus  qu’une  femme  j on  demande 
combien  il  y avoit  d’hommes  8c  combien 
de  femmes?  . . . 

Soit  le  nombre  des  hommes  = JC,  ' 
celui  des  femmes  fera  =zo— 

Or  ces  X hommes  ayant  dépenfé  2,4 
florins , l’écot  de  chaque  homme  efl:  de 
florins. 

9 • M y 

De  plus  les  20— femmes  ayant  aufli 
dépenfé  24 florins,  l’écot  de  chaque  femme, 
efl  ^ florins.  . , : ... 

■ Mais  on  fait  que  cet  écot  d’une  femme, 
efl  . d’un  florin  plus  petit  que  celui  d’un 
homme  i fl  donc  on  fouftrait  ii<de  l’écot 
d’un  homme , il  faut  qu’on  obtienne  celui 
d’une  femme  , 8c  par  conféquent  - que  ^ 
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Voilà  donc  l’équation  de  la- 
quelle il  s’agit  de  tirer  la  valeur  de  x ; on 
ne  trouve  pas  cette  valeur  avec  la  même 
facilité  que  dans  la  queftion  précédente  j 
mais  on  verra  dans  la  fuite  que  x=S  , & 
cette  valeur  fatisfait  en  effet  à -l’équation  j 
car  y — 1=^  renferme  l’égalité  2 = 2, 


569. 

•» 

On  voit  bien  à quel  point  il  eft  effentiel, 
dans  tous  les  problèmes , de  pefer  avec  at- 
tention toutes  les  circonftances  de  la  quef- 
tion , afin  d’en  déduire  une  équation , en 
exprimant  par  des  lettres  les  nombres  cher- 
chés ou  inconnus.  Tout  l’art  confifte  en- 
fuite  à réfoudre  ces  équations  pour  en  tirer 
les  valeurs  des  nombres  inconnus , & c’efl 
de  quoi  nous  nous  occuperons  dans  cette 
feéHon. 

57°-  ■' 


. Nous  avons  à remarquer  d’abord  une 
diverfité  qui  réfide  dans  les  queftions  elles- 
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mêmes.  Dans  quelques-unes  on  ne  cherche 
qu’une  feule  quantité  inconnue  , dans  d’au- 
tres on  en  cherche  deux  ou  plufieurs  j & il 
faut  obferver  dans  ce  dernier  cas  qu’il  faut , 
pour  les  déterminer  toutes , pouvoir  dé- 
duire des  circonftances  ou  des  conditions 
du  problème  , autant  d’équations  qu’il  y a 
d’inconnues. 

571- 

On  a déjà  pu  s’appercevoir  qu’une  équa- 
tion confifte  en  deux  membres  qu’on  fépare 
par  le  ligne  d’égalité , = , pour  indiquer 
que  ces  deux  quantités  font  égales  l’une  à 
l’autre.  On  eft  obligé  fouvent  de  faire  fubir 
bien  des  transformations  à ces  deux  mem- 
bres, afin  d’en  déduire  la  valeur  de  la 
quantité  inconnue  j mais  ces  transforma- 
tions cependant  doivent  toutes  fe  fonder 
fur  ce  que  deux  quantités  égales  refient  éga- 
les , foit  qu’on  leur  ajoute  ou  qu’on  en  re- 
tranche des  quantités  égales , foit  qu’on  les 
multiplie  ou  qu’on  les  divife  par  un  même 
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nombre , foit  qu’on  les  éleve  toutes  deux 
à la  même  puiffance  , ou  qu’on  en  extraie 
les  racines  d’un  même  degré  , foit  enfin  que 
l’on  prenne  les  logarithmes  de  ces  quan- 
tités, comme  nous  l’avons  déjà  pratiqué 
dans  la  feéHon  précédente. 

572. 

Les  équations  qu’on  réfout  le  plus  faci- 
lement , font  celles  où  l’inconnue  ne  paffe 
pas  la  première  puiffance  après  qu’on  a mis 
les  termes  de  l’équation  en  ordre  , & on 
les  appelle  équations  du  premier  degré.  Mais 
lorfqu’ayant  réduit  & ordonné  une  équa- , 
tion , on  y rencontre  le  quarré  ou  la  fé- 
condé puiffance  de  l’inconnue , on  a une 
équation  du  fécond  degré  ^ qui  eft  déjà  plus 
difficile  à réfoudre.  Enfuite  viennent  les 
équations  du  troifieme  degré ^ qui  renferment 
le  cube  de  l’inconnue , & ainfi  de  fuite. 
Nous  traiterons  de  toutes  dans  cette  feêUon. 
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CHAPITRE. IL 

De  la  réfolution  des  Equations  du  premier 

degré» 

573- 

I_iORSQUE  le  nombre  cherché  ou  inconnu 
eft  indiqué  par  la  lettre  x , & que  l’équa- 
tion qu’on  a obtenue  eft  telle  que  l’un  de 
fes  membres  renferme  fimplement  cet  jr,  & 
l’autre  purement  un  nombre  connu  , com- 
me, parexemp.  , la  valeur  cherchée 

de  X eft  toute  trouvée.  C’eft  donc  à parvenir 
à une  telle  forme' qu’il  faut  toujours  faire 
fes  efforts  , quelque  compliquée  que  foit 
l’équation  qu’on  a trouvée  d’abord.  Nous 
donnerons  dans  la  fuite  les  réglés  qui  ren- 
dent ces  réduélions  plus  faciles. 

^ . • 574  - 

Commençons  par  les  cas  les  plus  ftmples, 
& fuppofons  d’abord  qu’on  foit  parvenu  à 
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l’équation  x-j~9=i  6 , on  voit  fur  le  champ 
que  jc=7.  Et  en  général  fi  on  a trouvé 
x-\-a=zb , où  a & ^ fignifient  des  nombres 
quelconques,  mais  connus , on  n’a  qu’à  foufi 
traire  a de  l’un  & de  l’autre  membre , & 
on  obtient  l’équation  x=b — a , qui  indique 
la  valeur  de  x.' 

575- 

Si  l’équation  trouvée  eft  x — a=.b , on 
ajoutera  des  deux  côtés  a , & on  aura  la 
valeur  cherchée  de  x~b-\-a. 

On  procédera  de  même , fi  la  première 
équation  a cette  forme,  x — a~aa-\-i  j 
car  on  aura  fur  le  champ  x^=^aa 

Cette  autre  équation  , x — %a=io — 6a, 
donne  x=io — 6a-^Sa , ou  x==io-\-ia,^ 

Et  celle-ci,  x-\-6a==:io-\~ia , donne  x 
= 2o-|-3a — 6a,  ou  xz=zio — 3a. 

57<5. 

Si  l’équation  primitive  a cette  forme, 
X — a-\-b==c , on  peut  commencer  par  ajou- 
ter de  part  & d’autre  a , on  aura  ar-f-é=:c-f-a,* 


V 


\ 
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& en  fouftrayant  enfuite  b des  deux  céte^^' 
on  trouvera  x-=c-\-a — b.  Mais  on  peut 
auffi  ajouter  d’abord  -\-a — b de  part  & 
d’autre  ; on  obtient  par- là  fur  le  champ  x 
|~(Z — b, 

Ainfi  dans  les  exemples  fuivans 
Si  X — 2<z-j-3^=o , on  a x—ia — 3^. 

Si  AT — 3fl-[-2^=:25-|-<ï-|-2^ , on  a xz=z^ 
+4^‘ 

Si  X — 9-j-6û=2  5-|-2fl , on  a :c=34 — 4a» 

577- 

Quand  l’équation  trouvée  a la  forme 
ax—b , on  divife  feulement  les  deux  mem- 
bres par  a , & on  a x=~.  Mais  fi  l’équa- 
tion efl;  de  la  forme  axA^b — c=^d^  il  faudra 
d’abord  faire  difparoître  les  termes  qui  ac- 
compagnent a;c , en  ajoutant  de  part  & 
d’autre  — b-\-c  ; & après  cela,  en  divifant 
par  a la  nouvelle  équation  ax=d — b-\-c, 

d-h-ht 

on  aura  x= — — . 

0 

On  auroit  trouvé  la  même  chofe  en  fouf- 
trayant ~\-b — c de  l’équation  donnée  j on 
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auroit  eu  pareillement  ax=d — & 
En  conféquence  de  cela 
Si  2x-|-5=:i7,  on  a 2,  & x=6» 

Si  "^x — 8=7 , on  a ^x:=i  5 , & ^^=5. 

Si  4x — 5 — 3Æ=i5-j-9a,  on  a 4;»;= 20 

-)-i  2a  , & par  conféquent  jc==5-|-3a. 

578. 

Quand  la  première  équation  aura  la  for- 
me on  multipliera  des  deux  côtés 

par  a,  pour  avoir  x=aL 

Mais  fl  l’on  a — c=d,  il  faudra 

d’abord  faire  *-=A—b-\-c , après  quoi  on 
obtiendra  xr=.(d — ^--}-c)a=:a</ — a^-j-ac. 

Soit  \x  — 3 = 4,ona7  Jf=7,  & 

= 14.  . 

Soit^AT — i+2a=3+a,  on  aurajAT=4 
— a,  & jf=i2  — 3a. 

Soit  1=^»,  onaura  j^=a-j-i  , & 
x-=,aa — I.  ' 

579- 

Quand  on  eft  parvenu  à une  équation, 
comme  on  multiplie  d’abord  par 
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b , afin  d’avoir  axr==hc , & divifant  enfüite 
par  a,  on  trouve  x:=^. 

Que  û~ — c=^d,  on  commenceroit  par 
donner  à l’équation  cette  forme 
après  quoi  on  parviendroit  à la  valeur  de 
ax=.bd-^bc , & à celle  de  x=’’-^~. 

Suppofons  J X — 4=1  , nous  aurons  - 
x=<j  , & ix==i  5 ; donc  x=llou  = y 

Si  avons|x=5  — ^ 

= |j  donc  ^x=iSy  & x=6, 

580. 

Confidérons  à préfent  le  cas,  qui  peut 
arriver  fréquemment , où  deux  ou  plufieurs 
termes  contiennent  la  lettre  x,  fbit  dans 
un  feul  membre  de  l’équation,  foit  dans 
tous  les  deux. 

Si  ces  termes  font  tous  du  même  côté, 
c’eft-à-dire  dans  un  feul  membre , comme 
dans  l’équation  5 = i i , on  a jc 

^^x=6,  & ^x==iiy  & enfin  x=4. 

Soit 


f 
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Soit  ^ & qu’on  de- 

mande la  valeur  de  at  : fi  on  multiplie  d’a- 
bord par  3 , on  a 4jc--|-|a:=i  32  ; multi- 
pliant enfuite  par  2 , on  a iiat=:2(j4; 
donc  a:=24.  On  auroit  pu  procéder  plus 
brièvement , en  commençant  par  réduire 
les  trois  termes  qui  renferment  x , au  feul 
terme  ^ ,•  & divifant  enfuite  par  ii  l’équa- 
tion ^a:=:44,  on  auroit  eu  ^ at=:4,  donc 

Af  = 24. 

Soit  J AT — ^x-]-^x=zi , on  aura’  en  ré- 
duifant,  ^x=:i  , & x==:zj. 

Soit,  plus  généralement,  ax — éx-j-cx 
=</,  c’eft  comme  fi  on  avoit  (a — ^-|-c) 
x=.d,  d’où  l’on  tire  x=-4—, 

581. 

/ 

Lorfqu’il  fe  trouve  des  termes  renfer- 
mant X dans  l’un  & l’autre  membre  de 
l’équation , on  commencera  par  faire  dif. 
paroître  ces  termes  du  côté  où  cela  efi:  plus 
facile , c’eft-à-dire  où  il  y en  a le  moins. 

Tome  y.  G g 
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Si  on  a , par  exemple , l’équation 
=x-j-io,  il  faudra  fouftraire  d’abord  x 
des  deux  côtés , on  aura  2x-[-2=io  j donc 
2a::;=8  , & = v 

Qu’on  ait  at-[-4=20 — x , il  eft  clair'que 
2x:-|-4=20;  & par  conféquent  2jc=i6, 
& x=%. 


Soit  2:4-8=32 — on  aura  4^4-8=32; 
enfuite  4x=24,  & x=6.  * 

Soit  15 — 2:=  20 — 22;,  on  aura  15 -{-a: 
:;=20  , & 5. 

Soit  i-|-2:=5 — '-x , on  aura 
r=5  J après  cela|x=4j  enfin 


Si  ajoutera^;^, 

cela  donne  foufiray ant  j- , il 


refte^j:=^j  & multipliant  par  12  , on 


obtient  2-= 2, 


Si  I ^ \-\-\x,  on  ajoute  “^x , 

cela  donne  i Souftrayant  ^ , 

on  a|2:=i^,  d’où  l’on  tire  2-=i^=^, 
en  multipliant  par  6 , & en  divifant  par  7. 
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582. 

Si  on  eft  parvenu  à une  équation  où  le 
nombre  inconnu  x eft  un  dénominateur , il 
faut  faire  difparoître  la  frafHon , en  multi- 
pliant toute  l’équation  par  ce  dénominateur. 

Suppofons  qu’on  ait  trouvé*-^® — 8— 11, 
on  ajoutera  d’abord  8 , & on  aura  —20; 
multipliant  enfuite  par  a:,  on  a ioo=20Jf,* 
& divifant  par  20,  on  trouve  x=^» 

Soit -'^=7. 

Si  on  multiplie  par  x — i , on  a ^x~\--^==yx 

— 7- 

Souftrayant  ^x^  il  refte  3=2a- — 7, 
Ajoutant  7 , il  vient  2x=i  o.  Donc  x=^. 

583. 

Quelquefois  aufli  on  rencontre  des  lignes 
radicaux,  & l’équation  ne  laifle  pas  d’ap- 
partenir au  premier  degré.  Par  exemple^ 
on  cherche  un  nombre  x au-deflbus  de  1 00, 
& tel  que  la  racine  quarrée  de  100 — x 
devienne  égale  à 8 , ou  \/ (100 — x)=S^ 

-G  g ij 
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on  prendra  des  deux  côtés  le  quarré  loo 
— & en  ajoutant  x on  aura  loo 
■=64+x , d’où  l’on  tire  x=zi  oo — 64=3  6, 
On  pourroit  auffi,  puifque  100 — x=64, 
fouftraire  1 00  de  l’un  & de  l’autre  membre^ 
on  auroit  — x= — 36,  & en  multipliant 
par  — I , x=-^6. 


Quelquefois  enfin  le  nombre  inconnu  x 
fe  trouve  dans  l’expofant , nous  en  avons 
vu  des  exemples  plus  haut , & il  faut  alors 
avoir  recours  aux  logarithmes. 

Ainfi , quand  on  a i’"  5 1 2 , on  prend 

des  deux  côtés  les  logarithmes  j on  a ;cL.  2 
— T „ 5 1 2 ; & en  divifant  par  L.  2 , on  trouve 
x==.^^~.  Les  tables  donneront  donc 

L«2 


0,3010300  30*0?  ■' 

Soit  5.3** — 100=305  , on  ajoutera 
looi  cela  fait  5. 3 **=40 5 j divifant  par 
5 , on  a 3^*=8i  } prenant  les  logarithmes 
2jrL.3=L.8 1 , &,  divifant  par  2L.3  , on  a 
AT  = y'  ou  jf  = ^' 5 donc  jf 


^ ou  X 

1 90848  yo J 

““  954M»y  * 


i,9o848;« 

■0,9540415 


I 
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CHAPITRE  III. 

De  la  foludon  de  quelques ^uejlions  reladves 
au  Chapitre  précédent. 


585. 

id REMiERE  Qvestion.  Partager  7 cndcux 
parties , telles  que  la  plus  grande  furpaffe 
de  3 la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  =.x  ,\d.  plus 
petite  fera  =7  — x i il  faut  donc  que  x 
—7  — je-f-3,  ou  =10  — X ; ajoutant  x, 
on  a 2x-=io  J & divifant  par  2 , le  réful- 
tat  eft  x = 5. 

Réponfe.  La  plus  grande  partie  eft  5 , 
& la  plus  petite  eft  2. 

Seconde  quejîion.  On  propofe  de  par- 
tager a en  deux  parties , de  façon  que  la 
plus  grande  furpaffe  de  b la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  z=x , l’autre 
fera  a—Xi  ainft  xz=xi — x-^b  } ajoutant 


I 
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on  a ix\ 


& divifant  par  i. 


2 

Autre  folution.  Soit  la  plus  grande  partie 
i comme  elje  eft  plus  grande  de  b que 
la  plus  petite , il  eft  clair  que  celle-ci  eft 
de  b plus  petite  que  l’autre,  & —x  — b. 
Or  ces  dejix  parties , prifes  enfemble , doi- 
vent faire  a ; il  faut  donc  que  %x — b— a ; 
ajoutant  ^ , on  a ix=xi-]^b , donc  x=—  , 
c’eft  la  valeur  de  la  plus  grande  partie , 
& celle  de  la  plus  petite  fera  ^ — b ou  ^ 


rh 


ù^h 

OU • 


586. 


Troifieme  quejlion.  Un  pere  qui  a trois 
fils , leur  laiffe  1 600  écus.  Le  teftament 
porte  que  l’aîné  aura  200  écus  de  plus  que 
je  puîné  , & que  celui-ci  aura  100  écus 
de  plus  que  le  cadet.  On  demande  quelle 
(era  la  portion  de  chacun  ? 

Soit  la  portion  du  troifieme  fils  =x  y celle 
du  fécond  fera  =x-|-ioo,  & celle  du 
pemier  =;f-J-300*  Or  on  fait  que  ces  trois 
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portions -font  enfemble  1600  écus.  On  a 
donc  3Jir-|-4oo  =1600  • 

3 X —1200 

Se  X = 400. 

Réponfe,  La  part  du  cadet  eft  400  écus , , 
celle  du  puîné  eft  çoo  écus,  & celle  de 
l’aîné  eft  700. écus.  ■ ' 

587- 

Quatrième  quejlion.  Un  pere  laifte  quatre' 
fils  & 8600  liv.  ; fuivant  le  teftament  la  part 
de  l’aîné  doit  être  double  de  celle  du  fé- 
cond, moins  100  liv.  le  fécond  doit  rece- 
voir trois  fois  autant  que  le  troifieme , moins 
200  liv.  & le  troifieme  doit  recevoir  quatre 
fois  autant  que  le  quatrième  , moins  300  1.‘ . 
On  demande  quelles  font  les  portions  de 
ces  quatre  fils  ? Nommons  x la  portion  du 
cadet  ; celle  du  troifieme  fils  fera  = 

I ' — 300;  celle  du  fécond  =i2;v— 1100, 

& celle  de  l’aîné  =2  4Jf — 2300.  La  fo  pi  me 
de  ces  quatre  parts  doit  faire  8600  liv.  On 
I a donc  l’équation  41.*' — 3700=8600 , oii 

I 41^^=12300,  & AT=300. 

; Gg  iv 
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Réponfe.  Il  revient  au  cadet  300 livres, 
au  troiïieme  fils  900  livres , au  fécond  2500 
livres , & à 1 aîné  4600  livres. 

588. 

Cinquième  quejiion.  Un  homme  laiffe 
iiooo  ecus  à partager  entre  fa  veuve, 
deux  fils  & trois  filles.  Il  veut  que  la  mere 
reçoive  deux  fois  la  portion  d’un  fils , & 
qu  un  fils  reçoive  deux  fois  autant  qu’une 
fille.  On  demande  combien  il  revient  à ces 
perfonnes  féparément  ^ 

Suppofons  la  portion  d’une  fille  celle 
d’un  fils  efi:  par  conféquent  :=2x,  celle 
de  la  veuve  =4x^  tout  l’héritage  efi:  donc 
^x-\~4x-\-4X  J ainfi  11^^=11000,  & jc 
= 1 000. 

Une  fille  tire  loooécus, 
ainfi  toutes  les  trois  reçoivent  3000  écus.  ' 
Un  fils  tire  2000  écus, 

ainfi  les  deux  fils  reçoivent  4000 
La  mere  reçoit  — ■ 4000 

fomme  1 1000  écus, 

ê 
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589. 

Sixième  quejlion.  Un  pere  veut  par  fon 
teftament , que  fes  trois  fils  partagent  fon 
bien  de  la  maniéré  fuivante  : l’ainé  reçoit 
1 000  écus  de  moins  que  la  moitié  de  tout 
l’héritage  ; le  fécond  reçoit  800  écus  de 
moins  que  le  tiers  de  tout  le  bien  j & le 
troifieme  reçoit  600  écus  de  moins  que  le 
quart  du  bien.  On  demande  à quelle  fomme 
(è  monte  l’héritage  entier  , & quelle  eft  la 
part  de  chaque  héritier  ? 

Exprimons  l’héritage  par  x: 
la  part  du  premier  fils  eft  ^ — 1 000 
celle  du  fécond  — 800 

^ J 

celle  du  troifieme  -x — 600. 

Ainfi  les  trois  fils  enfemble  tirent^ 

2400 , & cette  fomme  doit  être 
égale  k X i on  a donc  l’éqaationY^x— 2400 
Z=zx. 

Souftrayant  a;  , il  refte  ^x  — 2400  = o. 
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Ajoutant  2400,  on  a^A:=2400.  Multi- 
pliant enfin  par  1 2 , le  produit  eft  x éga- 
lant 28800. 

Réponfe.  L’héritage  eft  de  28800  écus,  & 
l’ainé  des  fils  reçoit  13  400  écus. 

le  puîné — — 8800 

le  cadet 6600 

tous  trois  enfemble  28800  écus. 

590. 

Septième  quejîion.  Un  pere  laifle  quatre 
fils , qui  partagent  Ton  bien  de  la  maniéré 
qui  fuit: 

Le  premier  prend  la  moitié  de  l’héritage , 
moins  3000  livres.  , 

Le  fécond  prend  le  tiers  , moins  1 000 1. 
Le  troifieme  prend  exaftement  le  quart 
du  bien. 

Le  quatrième  prend  600  livres , & la 
cinquième  partie  du  bien. 

De  combien  étoit  l’héritage  , & com- 
bien chaque  fils  à-t*il  reçu? 
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Soit  l’héritage  total  =a:: 

l’ainé  des  fils  aura  ' \x — 3000 

le  puîné  — '-X — 1000 

le  troifieme  — — 

le  cadet 

Tous  les  quatre  auront  reçu^Ar+^Ar+-^ 
x-\~jx — 3400,  ce  qu’il  faut  égaler  k x, 
d’où  réfulte  l’équation  — 34oo=;v,* 
fouftrayant  x,  on  a^x — 3 400=0  j . 
ajoutant  3400,  on  a^x=34co; 
divifatjt  par  17,  on  a^x=ioo; 
multipliant  par  60  , on  a x=  12000. 

Réponfe.  L’héritage  étoit  de  12000  liv. 
le  premier  fils  en  a pris  3000 

le  fécond  — — 3000 

le  troifieme  — — 3000 

le  quatrième  — 3000. 

591. 

Huitième  quejlion.  Trouver  un  nombre 
tel  que , fl  on  y ajoute  fa  moitié , la^fomme 
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furpafle  6o  d’autant  que  le  nombre  lui- 

même  eft  au-deffous  de  65. 

Soit  ce  nombre  faut  que  x-\-^ 

X — (50=65 — X,  c’eft-à-dire  J a: — 60=65 
— x; 

ajoutant  JT , on  a ^ AT — 60=65  ; 
ajoutant  60,  on  x=i  ; 
divifant  par  5,  on  a^x=2^; 
multipliant  par  2,  on  aAr=50. 
Réponfe,  Le  nombre  cherché  eft  50. 

592. 

Neuvième  quejlion.  Partager  3 2 en  deux 
parties  telles  que,  fi  je  divife  la  moindre 
par  6,  & la  plus  grande  par  5 , les  deujf 
quotiens  pris  enfemble  faflent  6. 

Soit  la  plus  petite  des  deux  parties  cher- 
chées =x  ; la  plus  grande  fera  =3  2 — x; 
la  première,  divifée  par  6 , donne  la  fé- 
conde , divifée  par  5 , donne  j or  il 
faut  que  | =6.  Ainfi  multipliant  par 

5,  on  ajx4-3i— .^=30,  ou— ^x+3a 
= 30. 
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ajoutant il  vient  32=30‘|-jAry 
fouftrayant  30,  il  relie  ^:=.\x ; 
multipliant  par  6 , on  a a:  12. 

Réponfe.  Les  deux  parties  font  : la  plus  pe- 
tite =12,  la  plus  grande  =20. 

593- 

Dixième  quejlion.  Trouver  un  nombre 
tel  que  , lî  je  le  multiplie  par  5 , le  produit 
foit  autant  au-deffous  de  40 , que  le  nom- 
• bre  lui-même  ell  au-deffous  de  1 2.  Je  nom- 
merai ce  nombre  x ^ il  ell  au-deffous  de 
1 2 de  1 2 — X i prenant  le  nombre  x cinq 
fois , j’ai  5 JC , ce  qui  ell  moindre  que  40 
de  40—  5 JC , & cette  quantité  doit  être  égale 

à 12  — X. 

J’ai  donc  40 — 5Arr=i2  — Xi 
ajoutant  5JC,  j’ai  40=1 2-j--4A:,* 
foullrayant  12  , j’ai  28 =4^:,- 
divifant  par  4 , j’ai  nombre  cher- 

ché. 


V 
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594- 

On:^leme  quejlion.  Partager  iç  en  deux 
parties , telles  que  la  plus  grande  contienne 
49  fois  la  plus  petite. 

Soit  cette  derniere  = , la  plus  grande 
fera  =25 — x.  Celle-ci  divifée  par  celle-là 
doit  donner  le  quotient  49  ; .on  a donc 

"•^=49- 

Multipliant  par  x,  on  a 25 — x=j[^x  ; 

ajoutant  :«■, — 25  =<^ox  ^ 

divifant  par  50, x 

Réponfe.  La  plus  petite  des  deux  parties 
cherchées  eft  ^ & la  plus  grande  eft  24  ^ ; 
divifant  celle-ci  par^,  ou  multipliant  par 
2 , on  trouve  49. 

595- 

Doü^eme  quejlion.  Partager  48  en  neuf 
parties,  de  façon  que  l’une  foit  toujours  de 
i plus  grande  que  la  précédente. 

Soit  la  première  & la  plus  petite  partie 
la  fécondé  fera  latrqilîeme 

:=ZX’\-1  , &c. 
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Or  ces  parties  formant  une  progreffion 
arithmétique , dont  le  premier  terme  =x^ 
le  neuvième  & dernier  terme  fera  =x+4. 
Ajoutant  ces  deux  termes  enfemble , on  a 
ix-j-4  J multipliant  cette  quantité  par  le 
nombre  des  termes,  ou  par  9 , on  a iSx 
-|-35}  & divifant  ce  produit  par  2,  on 
obtient  la  fomme  de  toutes  les  neuf  parties 
= 9:^:-}"*^  > & qui  doit  équivaloir  à 48. 
On  a donc  9Jf -[-18=48  j 

fouftrayant  18  , il  refte  ^x='^Oi 
& divifant  par  9 on  a xz=zjj, 
Réponfe.  La  première  partie  eft  3 j , & 
les  neuf  parties  fe  fuivent  dans  l’ordre  que  ^ 
voici  : 

12  34  5678  9 

Toutes  enfemble  font  48. 

596. 

Treiiieme  qmflion.  Trouver  une  progref- 
fion arithmétique,  dont  le  premier  terme 
=5 , le  dernier =10,  & la  fomme  =60. 

1 
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Nous  ne  connoiflbns  ici  ni  la  difFérence 
ni  le  nombre  des  termes , mais  nous  favons 
que  le  premier  & le  dernier  terme  nous 
fufEroient  pour  exprimer  la  femme  de  la 
progreffion  , fi  feulement  le  nombre  des 
termes  étoit  donné.  Nous  fuppoferons  donc 
ce  nombre  =x , & la  fomme  de  la  pro- 
grefilon  s’exprimera  par^  i or  nous  favons 
d’ailleurs  que  cette  fomme  eft  60  ; ainfi 
^=.60  j , & jc=8. 

Maintenant , puifque  le  nombre  des  ter- 
mes eft  8 , fi  nous  fuppofons  la  différence 
il  ne  s’agit  plus  que  de  chercher  le 
huitième  terme  dans  cette  fuppofition , & 
de  le  faire  = i o.  Le  fécond  terme  eft  5-j-{; 
le  troifieme  eft  & le  huitième  eft: 

5+7{>  ainfi 

5+7{=io 

7î=  5 
& L. 

Réponfe,  La  différence  de  la  progreffion 
eft  -,  & le  nombre  des  termes  eft  8 , & 

7 ^ 7 

par  conféquent  la  progreffion  eft 

1 
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I 2 3 4 5 7 8 

5+5  7 + 6,-+77-  + 7f+8f  + 9f  + ‘°. 
dont  la  fomme  =60. 

597- 

Quatorzième  quejiion.  Je  cherche  un  nom- 
bre tel , que  fi  du  double  de  ce  nombre 
je  fouftrais  i , & que  je  dou*ble  le  refte  > 
qu’enfuite  je  fouftraie  2 , & que  je  divife 
le  refte  par  4 , le  nombre  réfultant  de  ces 
opérations  Toit  de  i plus  petit  que  le  nom- 
bre cherché. 

Je  fuppoferai  ce  nombre  =x ; le  double 
eft  IX  ; fouft rayant  i , il  refte  xx — i j 
doublant  ceci,  j’ai  4X — 2 j fouft  rayant  2, 
il  me  refte  4X — 4 ; divifant  par  4,  il  me 
vient  X — i j & c’eft  ce  qui  doit  être  d’une 
unité  plus  petit  que  x i ainfi 

X — — I. 

Mais  voilà  ce  qu’on  nomme  une  équa- 
tion  identique  ; elle  indique  que  x n’eft  pas 
du  tout  déterminé  , & qu’on  peut  prendre 
à fa  place  un  nombre  quelconque  à volonté. 

Tome  7.  H h 
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598. 

(^uejlion.  J ai  acheté  quelques 
aunes  de  drap  à raifon  de  7 écus  pour  5 
aunes , j’ai  revendu  de  ce  drap  à raifon  de 
Il  écus  pour  7 aunes,  & j’ai  gagné  100 
écus  fur  le  tout  : on  demande  combien  il 

y avoit  de  drap  ? 

Suppofons  qu’il  y en  ait  eu  x aunes  ; 
il  faudra  voir  d’abord  combien  l’emplette 
a coûté  ; cela  fe  trouve  par  la  réglé  de  trois 
fuivante  : 

Cinq  aunes  coûtent  7 écus  j que  coûtent 
X aunes  ? Réponfe , j ecus. 

Voilà  ma  dépenfe.  Voyons  à préfent 
quelle  eft  ma  recette  j il  faudra  faire  la 
réglé  de  trois  qui  fuit:  Sept  aunes  me  valent 
1 1 écus , combien  me  rapportent  aunes  } 
Rép.  y ^ écus. 

Cette  recette  doit  furpaffer  de  100  ecus 
la  dépenfe  ; on  a donc  cette  équation  : 

fouftrayant  J ^ , il  refte  — Jf=ioo; 
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donc  6jf=35oo,  & Ar=583j. 

Réponfe.  Il  y a voit  583  j aunes , qui  ont 
été  achetées  pour  8 1 6 écus,  & revendues 
enfuite  pour  ^i6~  écus,  moyennant  quoi 
le  profit  a été  de  100  écus. 

599- 

Sei:^ieme  quejîion.  Quelqu’un  acheté  1 2 
pièces  de  drap  pour  1 40  écus.  Deux  font 
blanches  , trois  font  noires  & fept  font 
bleues.  Une  piece  de  drap  noir  coûte  deux 
écus  de  plus  qu*une  piece  de  drap  blanc, 
&:  une  piece  de  drap  bleu  coûte  trois  écus 
de  plus  qu’une  noire  j on  demande  le  prix 
de  chaque  forte. 

Suppofez  qu’une  piece  blanche  coûte  x. 
écus,  les  deux  de  cette  forte  coûteront  xx'» 
De  plus  une  piece  noire  coûtant  x-\-i , les 
trois  pièces  de  cette  couleur  coûteront  yx 
-[-6.  Enfin  une  piece  bleue  coûte  ■x-j-5  j 
donc  les  fept  bleues  coûtent  5.  Ainfi 
toutes  les  douze  pièces  reviennent  enfem- 
ble  à iix-\-^i, 

Hh  ij 
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Or  le  prix  réel  & connu  de  ces  douzô 
pièces  eft  140  écus  j on  a donc 
= 140, 

& i2Jf=99i 

donc 

ainfi  une  piece  de  drap  blanc  coûte  8 - ecus. 

drap  noir  10^ 

drap  bleu  13  j 

600. 

Dix-feptieme  quejlion.  Un  homme  qui 
a acheté  des  noix  mufcades , dit  que  trois 
noix  lui  coûtent  autant  au-delà  d’un  fou 
que  quatre  lui  coûtent  au-delà  de  dix  liards. 
on  demande  le  prix  de  ces  noix  ? 

On  nommera  l’argent  que  trois  noix 
coûtent  de  plus  qu’un  fou  ou  quatre  liards, 
& on  dira  : trois  noix  coûtent  x+4  liards  , 
&:  quatre  coûteront , par  la  condition  du 
problème,  + liards.  Or  le  prix  de 
trois  noix  donne  celui  de  quatre  noix 
encore  d’une  autre  maniéré , favoir  par  la 
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réglé  de  trois;  on  fera  y.x-\-4=4.  Ré- 
ponfe  y . Ainli— ^=jc-j-io,  ou  4X 
6=  3 JC 30  ; 

donc  JC -{-16=30, 

& JC  =14. 

Réponfe.  Trois  noix  coûtent  18  liards,  , 
quatre  coûtent  6 fous  ; donc  chacune 
coûte  6 liards. 

601. 

D ix-huitieme  quejlion.  Quelqu’un  a deux 
gobelets  d’argent  avec  un  feul  couvercle 
pour  les  deux.  Le  premier  gobelet  pefe 
1 2 onces , & fi  on  y met  le  couvercle , il 
pefe  deux  fois  plus  que  l’autre  gobelet; 
mais  fi  on  couvre  Tautre  gobelet , celui-ci 
pefe  trois  fois  plus  que  le  premier  : il  s’agit 
de  trouver  le  poids  du  fécond  gobelet  & 
celui  du  couvercle. 

Suppofons  le  poids  du  couvercle  =jc 
onces  ; le  premier  gobelet  étant  couvert 
pelera  jc-|-i  2 onces.  Or  ce  poids  étant  le 
^double  de  celui  du  fécond  gobelet , il  faut 

H h ii  j 
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que  ce  gobelet-ci  pe{e~x-\-6.  Si  on  le 
couvre,  il  pefera | & ce  poids  doit 

être  le  triple  de  12,  ou  du  poids  du  pre- 
mier gobelet.  On  aura  donc  l’équation  | x 
►-|-.6=36,  oujjc=30;  doncjJf=io& 
X=:lO, 

Réponfe.  Le  couvercle  pefe  20  onces, 

& le  fécond  gobelet  pefe  16  onces. 

602, 

Z) ix‘ neuvième^  quejlion.  Un  Banquier  a 
deux  efpeces  de  monnoie  j il  faut  a pièces 
de  la  première  pour  faire  un  écu  ; il  faut  b 
pièces  de  la  fécondé  pour  faire  la  même 
fomme.  Quelqu’un  vient  & demande  c piè- 
ces pour  un  éçu  j combien  le  Banquier  lui  • 
donnera- 1- il  de  pièces  de  chaque  efpece 
pour  le  fatisfaire?  - 

Suppofons  que  le  Banquier  donne  x piè- 
ces de  la  première  efpece  ; il  eft  clair  qu’il 
donnera  c — x pièces  de  l’autre  elpece.  Or 
les  X pièces  de  la  première  valent  .^écp 
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par  la  proportion  & les  c — x 

pièces  de  la  fécondé  efpece  valent  ~ écu, 
parce  qu’on  a ^:i=:c — Il  faut  donc 
que  ^ = i , ou^-j-c — x-=.b ^ ou  bx 

•-j-flc — ax=.ab , ou  bien  bx — ax=.ab — ac  ; 
d’où  l’on  tire  x—^^,  ou  x=^^^.  Par 
conféquent  c — , 

Réponfe.  Le  Banquier  donnera  piè- 
ces de  la  première  efpece , & pièces 
de  la  fécondé  efpece. 

Remarque,  Ces  deux  nombres  fe  trouvent 
facilement  par  la  réglé  de  trois , lorfqu’il 
s’agit  de  faire  une  application  de  nos  ré- 
fultars.  On  dira , pour  trouver  le  premier: 
b — a\b — , Le  fécond  nombre 

w—A 

fe  détermine  en  faifant  : b — a\c — a=b-}-^p^, 

b— A 

Il  faut-  remarquer  auffi  que  a eft  plus 
petit  que  b , & que  c eft  pareillement  plus 
petit  que  b , mais  cependant  plus  grand 
que  a , ainfi  que  la  nature  de  la  chofe  le 
demande. 

Hh  iv 
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Vingtième  quejlion.  Un  Banquier  a deux 
fortes  de  monnoie  : dix  pièces  de  l’une  font 
un  écu,  & il  faut  20  pièces  de  l’autre  pour 
faire  un  écu.  Or  quelqu’un  demande  à 
changer  un  écu  contre  dix-fept  pièces  de 
monnoie  ; combien  recevra -t-il  donc  de 
pièces  de  chaque  forte  ? 

Nous  avons  ici  a=\ o , h=io , & c=l7  j 
ce  qui  fournit  les  réglés  de  trois  fuiv  antes  : 

I.  10:3=10:3  , ainfi  3 pièces  de  la  pre- 
mière forte. 

II.  10:7  = 20:14,  & 14  pièces  de  la  fé- 
condé forte. 

604. 

Vingt-unieme  quejlion.  Un  pere  lailTe  à 
fa  mort  quelques  enfans , avec  un  bien  qu’ils 
partagent  de  la  maniéré  fuivante  : 

Le  premier  reçoit  cent  écus  & la  di- 
xième partie  du  refie. 

Le  ‘fécond  tire  deux  cents  écus  & la  di- 
xième partie  de  ce  qui  refte, 
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Le  troifieme  prend  trois  cents  écus  & la 
dixième  partie  de  œ qui  refte. 

Le  quatrième  prend  quatre  cents  écus  & 
la  dixième  partie  de  ce  qui  refte  , & ainfi 
de  fuite. 

Et  il  fe  trouve  à la  fin , que  le  bien  a été 
partagé  également  entre  tous  les  enfans. 
On  demande  maintenant  de  combien  étoit 
l’héritage  , combien  il  y avoit  d’enfans , 
‘ & combien  chacun  a reçu  } 

Cette  queftion  eft  d’une  nature  toute  par- 
ticulière , & mérite  par-là  qu’on  y fafle  at- 
tention. Pour  la  réfoudre  plus  facilement, 
nous  fuppoferons  l’héritage  total  écus  j 
& puifque  tous  les  enfans  tirent  une  même 
fomme , foit  cette  portion  d’un  chacun  —x, 
moyennant  quoi  le  nombre  des  enfans  s’ex- 
prime par  ^ . Cela  pofé  , voici  comment 
nous  nous^y  prendrons  pour  réfoudre  la 
queftion  propofée. 
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La  Majfe 
ou  U bien 
à partager. 


Ordre 

des 

Enfans. 

le 

le 

le  Ÿ' 
le  4®. 
le  5®. 
le  6®. 


Portion  de  chacun. 


-100 

10 


JC=IOO-|- 

Ir-JT-ioo 

jc-^300-[- 

X—j^OO 


10 

{-3*-400 


Diffcrencesl 


100— '-^"=0 


100- 


10 

l~4x-^oo 


„=JOO-J 


10 


100- 

100- 


10 

*-100 


10 

»-IOO 


10 


=0 

=0 

O 


&ainfî  de  fuite. 


Nous  avons  inféré  dans  la  derniere  co- 
lonne les  différences  qu’on  obtient  en  fouf- 
trayant  chaque  portion  de  la  fuivante.  Or 
toutes  les  portions  étant  égales , il  faut  que 
chacune  de  ces  différences  foit  =0.  Et 
comme  il  arrive  heureufement  qu’une  mê- 
me expreffion  a lieu  pour  toutes  ces  dif- 
férences , il  fuffira  d’en  égaler  une  feule  à 
zéro,  & on  aura  donc  l’équationîoo — 
=0.  Multipliant  par  10,  on  a 1000 — x 
— 100=0,  ou  900 — x=0',  par  confé- 
quent  x=900. 
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Nous  favons  donc  déjà  que  la  part  de 
chaque  enfant  étoit  900  écus } ainfi  en  pre- 
nant à préfent  à volonté  une  des  équations 
de  la  troifieme  colonne,  par  exemple  la 
première , elle  devient,  en  fubftituant  à x 
fa  valeur,  900=1 00 -f- > d*oii  l’on  tire 
^ fur  le  champ  j car  on  a 9000=1 000 
— 100,  ou  9000=900-|-{  ; donc  {=8 1 00 j 
' & par  conféquent  J = 9.  * 

Réponfe.  Ainfi  le  nombre  des  enfans=9  ; 
l’héritage  laifle  par  le  pere  =8100  écus; 
& la  portion  de  chaque  enfant  =900  écus. 


CHAPITRE  IV. 

De  la  réfolution  de  deux  ou  de  plusieurs 
Equations  du  premier  degré, 

605. 

I L arrive  fouvent  qu’on  eft  obligé  de  faire 
entrer  dans  le  calcul  deux  ou  plufieurs  de 
! ces  nombres  inconnus , repréfentés  par  les 

I ■ 

1 

I 
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lettres  x , y ^ , &c.  & fî  la  queftion  eft 

déterminée  , on  parvient  dans  ce  cas-là  à 
autant  d’équations , defquelles  il  s’a^t  en- 
fuite  de  tirer  les  inconnues.  Comme  nous 
ne  confidérons  encore  que  les  équations  qui 
ne  contiennent  pas  des  puiffances  d’une  in- 
connue plus  élevées  que  la  première  , ni 
des  produits  de  deux  ou  de  plufieurs  in- 
connues , on  voit  que  ces  équations  auront 
toutes  la  forme  a:^-\-by-\-cx=^d, 

606.  , , 

Commençant  donc  par  deux  équations  * 
nous  chercherons  à en  tirer  les  valeurs  de 
X Sc  y i & pour  traiter  ce  cas  d’une  ma- 
niéré générale , foient  les  deux  équations  : 
I.  ax-\-hy=zc  y & W.  fx-^gy==.h , où  æ, 
b f c d)C  f,  g,  h lignifient  des  nombres  con- 
nus. Il  s’agit  donc  ici  de  tirer  de  ces  deux 
équations,  les  deux  inconnues  x Sc y. 

607. 

La  voie  la  plus  naturelle  pour  y parvenir 
fe  préfente  aifément  à l’efprit  5 c’eft  de 
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déterminer  par  l’une  & l’autre  équation  la 
valeur  d’une  des  inconnues , par  exemple , 
de  JC , & de  confidérer  enfuite  l’égalité  de 
ces  deux  valeurs  ; car  on  aura  une  équa- 
tion , dans  laquelle  l’inconnue fe  trouvera 
feule  & pourra  être  déterminée  par  les 
réglés  que  nous  avons  données  plus  haut. 
Connoiffant  donc  alors  y , on  n’aura  plus 
qu’à  fubftituer  fa  valeur  dans  une  des  quan- 
tités qui  exprimoient  jc, 

608.  . . 

D’après  cette  réglé  , nous  tirons  de  ia 
première  équation:  jc=^^^,  & de  la  fé- 
condé , pofant  ces  deux  valeurs 

égales  l’une  à l’autre  , nous  avons  cette 

nouvelle  équation; 

t-h  — '•-g  y . 

T"» 

multipliant  par  a,  le  produit  eft  c — by 

^h-agy  _ 

multipliant  par  /,  le  produit  eft  fc  — fby 
=^ah  — agy  i 


\ 
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ajoutant  <1^,  on  a.  fc — -fhy-\-agy:=iah  ; 
fouHrayant/c , il  refte  — fly-^-(^gy=o.h—fc} 
ou  bien  (^ag — hf)y=.ah — fc; 
divifant  enfin  par  ag — bf^  nous  avons  y 

ah-fc 

Pour  fubftituer  donc  à préfent  cette  va- 
leur de^  dans  une  des  deux  valeurs  que 
nous  avons  trouvées  pour  x , comme  dans 
la  première  x=  — y nous  aurons  d’abord 
--bY=—‘-^/deAi  c--bY=c^‘^  , 

‘g-V  “g-Vj  *■ 

ou  c—by="^--^^^ - f/  & di- 

^ eg-bf  ag-bf  ’ 

vifant  par  a, 

609. 

Première  quejlion.  Pour  éclaircir  cette 
méthode  par  des  exemples,  foit  propofé 
de  trouver  deux  nombres , dont  la  fomme 
foit  =15,  & la  différence  =7. 

Nommons  x le  nombre  qui  eft  le  plus 
grand , &jy  lé  plus  petit.  Nous  aurons 

J=7«  ' 
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Là  première  équation  donne  x=.\  5 — y ^ 
la  fécondé  donne  x=’j-\-y  ; de-là  ré- 
fulte  la  nouvelle  équation  1 5 — -^=7-|^. 
Ainfî  2^=8,  &j'=4i  au 

moyen  de  quoi  on  trouve  jc=i  i. 

Réponfe,  Le  plus  petit  nombre  eft  4 , & 
le  plus  grand  eft  1 1 . 

610. 

Seconde  quejlion.  On  peut  auffi  généra- 
lifer  la  queftion  précédente , en  cherchant 
deux  nombres,  dont  la  fomme  foit 
& la  différence  =.b. 

Soit  le  plus  grand  des  deux  ==  jc , & le 
plus  petit  =-y. 

On  aura  l,)x-\-y==:a  ^ & IL);c — y=^  S 
.la  première  équation  donne  x=a — y ^ 

la  fécondé x=b-\-y. 

Donc  a — y=:.b-^yi  û=^-|-2y'y  iy=a — b^ 
enfin  , & pat  conféquent  x==xi — y 


Réponfe,  Le  plus  grand  nombre , où  x 
eft  J & le  plus  petit,  où  y'  eft 


E L Ê M E N s 


OU,  ce  qui  revient  auînême, 

& — ^-b s & de-là  réfulte  le  théo- 

rème fuivant:  Quand  la  fomme  de  deux 
nombres  quelconques  eft  a , & que  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  eft  ^ , le  plus 
grand  des  deux  nombres  eft  égal  à la  moitié 
de  la  fomme  plus  la  moitié  de  la  diffé- 
rence ; & le  plus  petit  des  deux  nombres 
eft  égal  à la  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence. 

6i  I. 

On  peut  aufli  réfoudre  la  même  quef- 
tion  de  la  maniéré  qui  fuit: 

Puifque  les  deux  équations  font,  x-\-y 

=a , & X* — y=.b. 

Si  on  les  ajoute  l’une  avec  l’autre , on 
a rx=a-\-b. 

Donc  x—“~.  - 
2 

Enfuite,  fouftrayajgt  les  mêmes  équations 
l’une  de  l’autre,  on  a xy=.a — bi  donc 


612. 
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612. 

Troijîeme  quejlion.  Un  mulet  & un  âne 
portent  des  charges  de  quelques  quintaux^ 
L’âne  fe  plaint  de  la  fienne  & dit  au  mulet: 
il  ne  me  manque  que  de  porter  encore  un 
quintal  de  ta  charge  , pour  être  plus  chargé 
que  toi  du  double.  Le  mulet  répond  : oui 
mais  fi  tu  me  donnois  un  quintal  de  la  tienne, 
je  ferois  trois  fois  plus  chargé  que  toi.  On 
demande  combien  de  quintaux  ils  portoierit 
chacun  ? 

Suppofons  la  charge  du  mulet  de  x quin- 
taux, & celle  de  l’âne  dey  quintaux.  Si 
le  mulet  donne  à l’âne  un  quintal , celui-ci 
auray-|-i  , & il  reliera  à l’autre  jT-— i 5 
& puifque  dans  ce  cas  l’âne  eft  deux  fois 
plus  chargé  que  le  mulet , on  ay-j-i=2;tf 
— 2. 

♦ 

Mais  fi  l'âne  donne  un  quintal  au  mulet, 
celui-ci  a , & l’âne  garde  y — i ; & 
la  charge  du  premier  étant  maintenant  triple 
de  celle  du  fécond , on  a 3. 

Tome  /.  I i 
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Nos  deux  équations  feront  par  confé- 
quent 

i.):^+i=2^— 2,  n.)^+i=3j-— 3- 

• La  première  donne  x=^,  & la  fe- 
'conde  donne  xz=-^y — 4 ; de-là  réfulte  la 
•nouvelle  équation ^=3jy' — 4,  qui  donne 
& au  moyen  de  quoi  on  détermine 
aulîi  la  valeur  de  x , qui  devient  = 2 - . 

Réponfe.  Le  mulet  portoit  2 quintaux  , 
.&  l’âne  portoit  2 ÿ quintaux. 

613. 

/ • ' Lorfqu’on  a trois  nombres  inconnus , & 

autant  d’équations,  comme,  par  exemple, 
l.)x+jr— y/=:9  , 

— 2r=:io,  on  commencera,  comme 
4»uparavant  par  tirer  de  chacune  la  valeur 
de  , & on  ^ura  par  la  I®.);e=8-|-;^ — y ; 
par  la  II®.):r=r9-|-jy — , & par  la 
— 10, 

Comparant  maintenant  la  première  de 
ces^vaJeurs  avec  la  fécondé , & après  cela 
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âuflî  avec  la  troiiîeme , on  aura  les  équa^ 
tions  fuivantes  : 

I-)8+{— J— 9+7— î,  n.)8+{— 7=7 

+{— lO. 

Or  la  première  donne  — 27=1  > & 

la  fécondé  donne  27=1 8 , ou  7=9 } 
donc  on  fubftitue  cette  valeur  de  7 dans 
27=1  , on  a 2;^*— -l8=I  , & 2;j;=l9, 
ainfi  il  ne  refte  donc  que  x à dé-' 

terminer , & on  le  trouve  facilement  =8 

Il  eft  arrivé  ici  par  hafard  que  la  lettre 
^ s’eft  éliminée  dans  la  derniere  équation  , 
& qu’on  a trouvé  la  valeur  de  7 immédiat 
tement.  Si  ce  cas  n’avoit  pas  eu  lieu , on 
auroit  eu  deux  équations  entre  { & 7 , qu’il 
auroit  fallu  réfoudre  par  la  réglé  précé- 
dente. 

614. 

Qu  on  ait  trouvé  les  trois  équations  fui- 
vantes ; 

I.)3  57— 4{— 2 5 » II*)  5 {— 

III*)  37+5 

Il  ij 
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Si  on  tire  de  chacune  la  valeur  de  x y 
on  a 

III.)  çij' — 62. 

Comparant  à préfent  ces  trois  valeurs 
entr’elles , & d’abord  la  troifieme  avec  la 
première,  on  a 3JK~1“5{ — 
multipliant  par  3,  9J'+i5{ — 186=25 
^ 5 J+4{  i ainfi  ^j+ 1 5 ^=2 1 1 — 57+4^  , 
& I par  la  premiefe  & la 

troilieme.  Comparant  auiH  latroiheme  avec 
la  fécondé,  on  a 3jx+5{ — 62 — 
ou  4^+^y— 3{=MJ'+^5î-“3io>  ce 
qui  fe  réduit  à 

On  tirera  maintenant  de  ces  deux  nou- 
velles équations  la  valeur  de  y : 

I. )2i  1=147+1 donc  147=211 — , 

II. )356=i3^+28{,-  donc  137^=356— 28^, 

& 

v'  1} 

Ces  deux  valeurs  forment  la  nouvelle 
équation  ==  - > laquelle  fe  change 
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en  celle-ci,  2743—143^=4984 — 392:5^, 
qui  fe  réduit  à 249:^=2241  , & d’où  l’on 
tire  {=9. 

Cette  valeur  étant  fubftituée  dans  une 
des  deux  équations  de  & :[ , on  trouve 
y— 9,  & enfin  une  f’ubftitution  femblable 
dans  une  des  trois  valeurs  de  , donnera 

615. 

Si  on  avoit  plus  de  trois  inconnues  à dé~ 
terminer , & autant  d’équations  à réfoudre  , 
on  pourroit  s’y  prendre  de  la  même  ma- 
niéré J mais  on  fe  trouveroit  engagé  le  plus 
fouvent  dans  des  calculs  fort  prolixes. 

Il  eft  donc  à propos  de  remarquer  que 
dans  chaque  cas  particulier  on  ne  manque 
guere  de  rencontrer  des  moyens  qui  en  fa- 
cilitent beaucoup  la  réfolution.  Ces  moyens 
font  d’introduire  dans  le  calcul , à côté  des 
inconnues  principales , une  nouvelle  incon- 
nue arbitraire , telle  qii’eft , par  ex.  lafommé 
de  toutes  les  autres } & quand  on  efl:  un 

I*  * • » f 

i uj 


peu  verfé  dans  ces  fortes  de  calculs,  Oit 
juge  afffez  facilement  ce  qu’il  eft  le  plus 
convenable  de  faire  (*).  Nous  allons  rap- 
jporter  quelques  exemples  qui  peuvent  gui* 
der  dans  l’application  de  cette  méthode. 

6i6, 

Quatrième  quejlion.  Trois  perïbnnes 
jouent  enfemble  ; dans  la  première  partie 
le  premier  Joueur  perd  avec  chacun  des 
deux  autres  autant  que  chacun  d’eux  avoit 
'd’argent  fur  lui.  Dans  la  fécondé  partie, 
c'eft  au  fécond  Joueur  que  les  deux  autres 
gagnent  autant  chacun  qu’ils  ont  déjà  d’ar* 
gent.  Dans  la  troiïieme  partie  enfin , le  pre- 
mier & le  fécond  joueur  gagnent  au  troi- 
sième autant  d’argent  chacun , qu’ils  en 
^voient.  Ils  ceffent  alors  de  jouer , & il  fe 

-(*)  M.  Cramtr  a donné  à la  fin  dè  fon  IntroduEtion  â 
l'analyfc  des  lignes  courbes , une  très-belle  réglé  pour  dé- 
terminer immédiatement,  & fans  paflerpar  les  opérations 
ordinaires , la  valeur  des  inconnues  de  ces  fortes  d’équa- 
j çn  tjttçltjtiç  nombf<î  sd"?  foient  cés  tuconnnes. 


y ' 
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trouve  .qu’ils  ont  tous  une'  fomme  égaW  ,■ 
favoir  vingt- quatre,  louis  chacun.  On  de^ 
mande  avec  combien  d’argent  chacun  s’eft 
mis  au  jeu  } i 

- Suppofons  que  l’enjeu  du  premier  Joueur 
ait  été  de  x louis,  celui  du  fécond  , 8ç 
celui  du  troifieme , {.  Et  faifons  outre  cela 
la  fomme  de  tous  les  enjeux  , ou 
— / Or  .le  ' premier  Joueur  perdant  dans 
la  première  partie  autant  d’argent  qu’en 
ont  les  deux  autres,  ilperd^/— a:.,*  (car 
lui-même  ayant  eu  les  deux  autres  au»*  ' 
rom  eu/ — jc)  ,•  donc  il  lui  reliera  ix — fi 
le  fécond  aura  2.y,  & le  troifieme  aura  zr. 

Voici  donc  ce  que  chacun  aura  après  - 
la  première  partie  : le  I,)2a:— -/,  le 
le 

Dans  la  fécondé  partie , le  fécond  Joueur 
.qui  a raaim,enant  , perd  autant  d’argent 
qu’en  ont  les  deux  autres , c’ell-à-d./— 2j'/ 
il  lui  relie  par  conféquent  4y — f Quar^t 
aux  autres , ils  auront  le  double  chacun  de 
ce  qu'ils  avoientj  aînli  après  la  féconds 

li  iv' 
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partie  les  trois  Joueurs  ont  le  I.)  4:^ — 

le  /,  le  in.)4{*  : , 

Dans  la  troifieme  partie , c’eft  le  troi- 
(ieme  Joueur,  lequel  a aftiiellemcnt  4;^^ 
qui  eft  le  perdant  j il  perd  avec  le  premier 
4^^ — i-f y & avec  le  fécond  4y — f;  par 
conféquent  après  cette  -partie  nos  trois 
Joueurs  auront:  - • ^ ■ 

le  l)Sx^4f,  le  II.)8^2/,  Ie  Iir.)8^— / 
- Or  chacun  ayant  maintenant  24  louis, 
jious  avons  trois  équations , telles  que  la 
première  donne  fur  le  champ  x,y  la  fécondé 
& la  troifieme  j de  plus / eft  connu 
ik  ^72 , puifque  les  trois  Joueurs  enfèmble 
ont  72  louis  à la  fin  de  la  derniere  partie  ; 
•mais  c’eft  à quoi  il  n’eft  pas  même  nécef- 
faire  de  faire  attention  d’abord-,  comme 
on  va  le  voir.  Nous  avons 
I.)8jf— 4/=:24,  ou  =24-1-4/,  ou  X 

=3“hrA i ' ■ ■ ■ - ' 

ÏI.)8yr- 27^24,  ou  8y=24-[^2/,  ouy=3 

+i/.- 

ÏII,)8^— /-24,  ou  8{-t-^4-{-/,  ou 
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Ajoutant  ces  trois  valeurs , on  a 

x+y+l=9+U- 

Ainfi  , puifque  x-\-y-\-:^fy  on  a f=<) 
donci/=9,  &/=7i- 

Si  on  fubftitue  à préfent  cette  valeur  de 
f dans  les  expreflions  trouvées  pour  x , y 
& { , on  trouvera  qu’avant  que  de  fe  mettre 
au  Jeu,  le  premier  Joueur  avoir  39  louis; 
le  fécond , 2 1 louis  ; & le  troilîeme , 1 2 
louis. 

On  voit  par  cette  folution  comment  , 
par  le  lècours  de  la  fomme  des  trois  in- 
connues, on  furmonte  heureufement  les 
obllacles  qui  fe  préfentent  dans  la  voie  or- 
dinaire. 

617. 

Quoique  la  queftion  précédente  paroiffe 
d’abord  affez  difficile , nous  remarquerons 
cependant  qu’on  peut  la  réfoudre , même 
fans  algèbre.  On  n’a  qu’à  chercher  à le 
faire  en  rétrogradant.  On  confidérera  que 
puifque  les  Joueurs  , en  quittant  le  jeu , 


I 

\ 

\ 

\ 
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avoient  chacun  24  louis , & que  dans  la 
troifieme  partie , le  premier  & le  fécond 
ont  doublé  leur  argent , ils  doivent  avoir 
eu  avant  cette  derniere  panie  : ' . 

le  I.)i  i > le  IL)  1 2 , & le  1IL)48. 

Dans  la  fécondé  partie  ce  foAt  le  prej- 
mier  & le  troifieme  qui  ont  doublé  leur 
argent  ; donc  avant  cette  partie  ils  avoient: 
le  l.)6 , le  Iï.)42  , le  III.) 24.  - j 

Enfin , dans  la  première  partie , le  fen 
-cond  & le  troifieme  Joueur  ont  gagné  cha- 
cun autant  d’argent  qu’il  en  a voit  fortiÿ 
donc  en  commençant  lés  trois  Joueucs 
avoient  devant  eux  : 

I.)39  , II.)2i  , 2.  ■) 

Ce  que  nous  avons  airfli  trouvé  par  la  fo- 
lution  précédente. 

618. 

Cinquième  quejiion.  Deux  perfonnes  doi- 
vent 29  piftoles;  elles  ont  de  l’argent  toutes 
les  deux , mais  pas  autant  chacune  poür 
«pouvoir  acquitter  feule  cette -dette  coni- 
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hlune  ; le  premier  Débiteur  dit  donc  au 
fécond , fi  vous  me  donnez  les  j de  votre 
argent  , je  payerai  feul  la  dette  fur  le 
champ.  Le  fécond  lui  réplique  qu’il  pourroit 
auffi  acquitter  feul  la  dette , fi  l’autre  lui 
donnoit  les  ^ de  fon  argent.  On  demande 
combien  ils  ont  l’un  & l’autre  ? 

Suppofons  que  le  premier  ait  x piftoles , 
& que  le  fécond  ait^  piftoles. 

Nous  aurons  d’abord 
enfuite  auffi , ^ 1 jt:  = 2 9. 

La  première  équation  donne  xz==.^(^ 
» — & la  fécondé  donne  x = ; 

ainfi  29  — . On  tire  de  cçtte 

iéquation^=i4j;  donc  x=zi^'-. 

Réponfe.  Le  premier  Débiteur  a 19  j 
piftoles , & le  fécond  a 1 4 j piftoles. 

619. 

Sixième  queJHon.  Trois  freresont  acheté 
wne  vigne  pour  cent  louis.  Le  cadet  dit 

! 

) 
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qu’il  pourroit  la  payer  feul , fi  le  fécond 
lui  donnoit  la  moitié  de  l’argent  qu’il  a ; 
le  fécond  dit  que  fi  l’aîné  lui  donnoit  le 
tiers  feulement  de  fon  argent , il  payeroit 
la  vigne  feul  j enfin  l’aîné  ne  demande  que 
le  quart  de  l’argent  du  cadet , pour  payer 
feul  la  vigne.  Combien  chacun  avoir  > il 
d’argent  ? Que  le  premier  ait  eu  x louis  j 
le  fécond , y louis  j le  troifieme , louis  j 
on  aura  les  trois  équations  fuivantes  : 

J-)x+'-y=ioo.  II.)j-f^^=ioo.  III.)^ 
•^jjc=ioo;  deux  defquelles  feulement 
donnent  la  valeur  de  x , fa  voir  I.)x=ioo 
— ly,  IIl.)jf=40o — 4{.  Ainfi  on  a Té- 
quation  : 

loo— jJ=400— 4{,  ou  4{—ly=yoo, 
qu’il  faudra  combiner  avec  la  fécondé  , 
afin  de  déterminer  y Ôc  Or  la  fécondé 
équation  étoit  y'-j-|-{=ioo  ; on  en  tire 
donc  jy  = I oo — ^ { i & l’équation  trouvée 
en  dernier  lieu  étant  4{  — 1^  = 300,  on 
^y=S;' — 600.  Par  conféquent  la  derniere 
équation  eft  : 


Digitized  by  Coogli 


d"  A L G E B R E.  509 

100  — — 600 î ainfi  8^;[=700, 

ou^  { = 700 , & { = 84.  Donc  100 

— 28=72,  & x=6^. 

Réponfe.  Le  cadet  avoir  64  louis,  le 
puîné  avoir  72  louis,  & Taîné  avoir  84 
louis. 

' 620. 

Comme  dans. cet  exemple  chaque  équa- 
tion ne  renferme  que  deux  inconnues , on 
peut  parvenir  d’une  façon  plus  commode 
à la  folution  cherchée. 

La  première  équation  donne  y=  200 
— IX  J ainfi  y eft  déterminé  en  ; & fi 
on  fubftitue  cette  valeur  dans  la  fécondé 
équation,  on  a 200  — 2at-|-^;^  = ioo} 
donc  J {=2  JC — 100,  & p=6j: — 300. 

Ainfi  { eft  auffi  déterminé  en  j:  j & fi 
on  introduit  cette  valeur  dans  la  troifieme 
équation,  on  obtient  6x — 3004-^^^=100, 
où  X fe  trouve  feul  & qu’on  réduit  à 252: 

— idoo=o,  d’où  l’on  tire  x=s64.  Par 
conféquentj)^=200 — i 28=72  , & {=384 
— 300=84. 
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621. 

On  peut  fuivre  le  même  procédé , lors- 
qu’on a un  plus  grand  nombre  d’équations. 
Suppofons , par  exemple , qu’on  ait  d’une 
maniéré  générale  : 

ou, 

en  chaffant  les  fraftions:  \.)au-^x==:.an  ^ 
\\.)bx-\-y=bn^  IlI.)çy-}-;5'r=cn, 

Ici  la  première  équation  donne  d’abord 
x-=an  — au,  & cette  valeur  étant  fubfti- 
tuée  dans  la  fécondé , on  a abn — abu-\-y 
•z=bn',  ainfi^-=^« — abn-^abu',  la  fubfti- 
tution  de  cette  valeur  dans  la  troifieme 
équation  donne  ben — 'obcn-\^ahcu-^':^y=.cn\ 
donc  — bcn-\-abcn — abeu  j.  fubftituant 

enfin  ceçi  dans  la  quatrième  équation , on  a 
cdn — bcdn-^abcdn—“ahcdu-^u':x=.dn*  Ainfi 
dn  — cdn  -]^bcdn — abedn  = — abedu  u , 

ou  bien  (^abed — \)wz:^abcdn — bedn-^edn 

— dn  j d ou  1 on  tire  w= ® 

(^cbed—lcd+cJ—d)  _ 

abed-^l  * 


Digitized  by  Google 


5“ 


r 

I 

I 


d' A L G 

E B 

R E,  \ 

Par  conféquent  on  aura 

dhcJn—acdn-hadn^an 

(abtd-acd+td—d) 

^ ~~~~  ahcd—l 

— Tl  m 

absd—  I 

ttbcdn—abdn+abn—hn 

^ ■ - rt 

{abcd—abd+ab—b) 

y abcd—l 

* I il  • 

abcd—l 

mbedn—abcn-t-bcn—en 

f abcd—i 

^tthcd—ahe-i~hc—c) 

■ /•  • 

abcd—l 

abcd»—bcdn-*-cdn—dn 

72  - 

(abcd-bcd+ed~d) 

“ abcd-l 

abed—l 

622. 

Septième  quejlion.  Un  Capitaine  a trois 
compagnies  : l’une  eft  de  Suiffes , l’autre 
eft  de  Suabes , la  troifieme  eft  de  Saxons. 
Il  veut  donner  un  aflaut  avec  une  partie 
de  ces  troupes , & il  promet  une  récom- 
penfe  de  901  écus  fur  le  pied  fuivant: 

Que  chaque  Soldat  de  la  compagnie 
qui  montera  à l’affaut , recevra  i écu , & 
que  le  refte  de  l’argent  fera  diftribué  éga- 
lement aux  deux  autres  compagnies. 

Or  il  fe  trouve  que  fi  les  Suiffes  donnent 
l’affaut , chaque  Soldat  des  autres  com- 
pagnies reçoit  un  demi-écu  ; que  fi  les  Sua- 
bes vont  à l’affaut , chacun  des  autres  reçoit 
j-écu}  enfin,  que  fi  les  Saxons  donnent 


f 


Digilized  by  Coogle 


^12  E L È M E if  S 

l’affaut,  chacun  des  autres  reçoit  ^ écü.  Oti 
demande  de  combien  d’hommes  étoit  cha- 
que compagnie  ? 

Suppofons  le  nombre  des  Suifles  =at, 
celui  des  Suabes  =y , & celui  des  Saxons 
= Et  faifons  de  plus  ^+jK+{=/»  parce 
quHl  eft  facile  de  voir  que  c’eft  le  moyen 
d’abréger  confidérablement  le  calcul.  Si 
donc  les  Suiffes  donnent  l’affaut , leur  nom- 
bre étant  =x , celui  des  autres  fera  f—x  ; 
or  ceux-là  reçoivent  i écu , & ceux-ci  un 
demi-écu  ; ainfi  on  aura 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  que 
fl  les  Suabes  donnent  l’alTaut , on  a 

y+j/-b=9°>- 

Et  enfin  que , fi  ce  font  les  Saxons  qui 
montent  à l affaut , on  aura 

Chacune  de  ces  trois  équations  fuffira 
pour  déterminer  une  des  inconnues  x, 

y & îi 

car 
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car  la  première  donne  jc=i8o2 — 
la  fécondé  donne  2^=2703 — 
la  troifieme  donne  3^=3604 — f,  , 
Or  fi  l’on  prend  maintenant  les  valeurs 
de  6a:  , ^ , & qu’on  écrive  ces  va- 

leurs l’une  fous  l'autre , on  aura 
6^:=rIo8l2 — 6fy 
6y=  8109—  3/, 

6p=  7208—  2/, 

& ajoutant:  6/=  26 129 — ii/,  ou  17/ 
=26129  J ainfi 532  J c’efi:  le  nombre 
total  des  Soldats , au  moyen  duquel  oft 
trouve 

• a=i8o2 — 1537=  265  ; 

^=^703—15 37=1 166,  ouj=583  5 
3=3604— ^37=2067,  ou  ^=689. 

Répgnfe,  La  compagnie  des  Suifles  ell 
de  265  hommes  j celle  des  Suabes , de  5 85 
hommes  j & celle  des  Saxons,  de  689 
hommes. 


Tome  I, 
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C H A P I T R E V. 

De  la  réfolution  des  Equations  pures  du 
fécond  degré, 

623. 

On  dit  qu’une  équation  eft  du  fécond 
degré , quand  elle  renferme  le  quarré  ou 
la  lèconde  puiffance  de  Tinconnue , fans 
qu’on  y trouve  des  puiffances  plus  élevées 
ée  cette  inconnue.  Une  équation  qui  ren- 
fermeroit  aufli  la  troifieme  puiffance  de 
l’inconnue , appartiendroit  déjà  aux  équa- 
tions cubiques , & fa  réfolution  demande- 
roit  des  réglés  particulières.^ 

624. 

Il  n’y  a donc  que  trois  efpeces  de  termes 
dans  une  équation  du  fécond  degre.  En 
premier  lieu  les  termes  où  l’inconnue  ne 
fe  trouve  pas  du  tout , ou  qui  ne  font  com- 
pofés  que  de  nombres  connus. 
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En  fécond  lieu , les  termes  dans  lefquels 
on  rencontre  feulement  la  première  puif* 
Tance  de  la  quantité  inconnue. 

En  troifieme  lieu , les  termes  qui  con- 
tiennent le  quarré  de  la  quantité  inconnue. 

Ainfi  X fignifiant  une  quantité  inconnue, 
& les  lettres  a,  b ^ c,  d , &c.  repréfentant 
des  nombres  connus , les  termes  de  la  pre- 
mière efpece  feront  de  la  forme  a , les  ter- 
mes de  la  fécondé  efpece  auront  la  forme 
éjc,  & les  termes  dé  la  troifieme  efpece 
auront  la  forme  cxx, 

625. 

On  a déjà  vu  fufïîfamment  que  deux  ou 
plufieurs  termes  d’une  même  efpece  peu- 
vent fe  réunir  enfemble  , & être  confi- 
dérés  comme  un  feul  terme. 

Par  exemple , on  peut  confidérer  comme 
' un  feul  terme  la  formule  axx — bxx-\-cxx^ 
en  la  repréfentant  par  (a — b-\-c)xxi  puif 
qu’en  effet  a—b-\-c  eft  une  quantité  con- 
nue. 

Kk* 
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Et  quand  même  de  tels  termes  fe  trou-' 
veroient  des  deux  côtés  du  figne  = , on 
a vu  comment  on  doit  les  porter  d’un  même 
côté , & les  réduire  enfuite  à un  feul  terme. 
Soit  i par  exemple  , l’équation 

%xx — ^x-j-4—^xx — j 
on  fouftrait  d’abord  ixx , & il  vient 
— -^x-^-^—^xx — 8a:-}- 1 1 J 
ajoutant  enfuite  8a-,  on  obtient 

fouftrayant  enfin  1 1 , il  relie  ^xx=^x — 7. 

626. 

On  peut  auffi  tranfporter  tous  les  termes 
d’un  même  côté  du  figne  = , de  façon  qu’il 
ne  refie  que  o dans  l’autre  membre  -,  le 
principal  eft  de  faire  attention  que  quand 
on  tranfporte  des  termes  d’un  côté  à l’autre, 
il  faut  en  changer  les  fignes. 

C’eft  ainfi  que  l’équation  ci-delTus  pren- 
' dra  cette  forme,  '^xx — ^x^j=o , & 
c’efi:  aufli  pourquoi  on  peut  repréfenter 
toute  équation  du  fécond  degré  générale- 
ment pat  cette  formule, 
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axx  + hx-^e:=.0 , 
dans  laquelle  le  figne  + fe  prononce  plus 
ou  moins , & indique  que  de  tels  termes 
peuvent  être  tantôt  pofitifs  & tantôt  né- 
gatifs. 

G'irj. 

Quelle  forme  qu’ait  primitivement  une 
équation  du  fécond  degré , on  peut  tou  jours 
la  réduire  à cette  formule  de  trois  termes: 
qu’on  foit  parvenu , par  exemple , à l’équa- 
tion 

fl*  + 4 tx  -¥  f 

t*  -t-  </  f * + A * 

il  faudra  , avant  toute  chofe , chafîer  les 
fraftions  : multipliant  pour  cet  effet  d’abord 
par  cx+d,  on  a , 

enfuite  par  gx-\-hy  on  a 
agxx+bgx-^ahx-\-bh=cexx-^cfx-}-edx-]-fd, 
ce  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré  , 
& qu’on  réduit  aux  trois  termes  fuivans , 
que  nous  tranfpoferons  en  les  rangeant  de 
la  maniéré  qui  eft  le  plus  en  ufage  : 
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O =:agxx-^bgx-\-bh  , 

— cexx-\-ahx — fd^ 

—cfx, 

— edx. 

On  peut  repréfenter  auffi  cette  équation 
<îe  la  maniéré  fuivante  , qui  eft  même  plus 
claire  : 

0=  (ag—ce)xx-^(bg-^ah--cf—ed)x-\-hh-^d, 

628. 

» / 

Ces  équations  du  fécond  degré , où  toutes 
les  trois  efpeces  de  termes  fe  trouvent , fe 
nomment  complétés , & leur  réfolution  eft 
suffi  fujette  à plus  de  difficultés  ; c eft  pour- 
quoi nous  commencerons  par  conftdéfer 
celles  où  un  de  ces  termes  manque. 

Or  fi  c’étoit  le  terme  xx  qui  ne  fe  trou- 
vât pas  dans  l’équation , elle  ne  feroit  pas 
du  fécond  degré  , mais  elle  appartien- 
droit  à celles  dont  nous  avons  traité  j que 
f\  c’étoit  le  terme  qui  ne  contient  que  des 
nombres  connus , qui  manquât , l’équation 
auroit  cette  forme,  axx+bx=Oj  laquelle 
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étant  divifible  par  x , fe  réduit  à ax  , 

qui  eft  pareillement  une  équation  du  pre- 
mier degré , & n’appartiênt  pas  ici. 

629. 

Mais  lorfque  c’eft  le  terme  moyen , le- 
quel contient  la  première  puiiTance,  de  :*■, 
qui  manque,  l’équation  revêt  cette  forme, 

^axx-¥c=.o y ou  axx=^c s le  ligne  de  c 
pouvant  être  foit  pofitif , foir  négatif. 

Nous  appellerons  une  telle  équation , une 
équation  du  fécond  degré  pure , par  la  rai- 
fon  que  fa  réfolution  ne  fouffre  aucune  dif- 
ficulté. En  effet , on  n’a  qu’à  divifer  par  a, 
on  obtient  xx=^‘-  s & prenant  de  part  & 
d’autre  la  racine  quarré»,  on  trouve  x 
= au  moyen  de  quoi  l’équation  eft 
réfoliie. 

630. 

Mais  nous  avons  à préfent  trois  cas  à 
conlidérer  ici.  Le  premier , quand  ^ eft  un 
nombre  quarré , dont  on  puiffe  par  confé* 
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quent  affigner  réellement  la  racine  , on 
obtient  dans  ce  cas  pour  la  valeur  de  x 
un  nombre  ratiorîhel , lequel  peut  être  ou 
entier  ou  rompu.  Par  exemple  , l’équation 
XX— 144,  donne  x—ii-,&.  celle-ci , xx 
— donne  x=^. 

Le  fécond  cas  a lieu , quand  n’eft  pas 
un  quarré  , dans  lequel  cas  par  conféquent 
il  faut  fe  contenter  du  fgné  \/.  Si,  par 
exemple , xx=i  z , on  a x=z  \/i  2 , dont 
la  valeur  peut  fe  déterminer  par  approxi- 
mation ; comme  nous  l’avons  fait  voir  plus 
haut. 

Le  troifieme  cas  enfin  eft  celui  où  ^ de- 
vient un  nombre  négatif  j alors  la  valeur 
de  X eft  tout-à-fait  impoffible  & imaginaire , 
& ce  réfultat  prouve  que  la  queftion  qui 
a conduit  à une  telle  équation  , eft  impof- 
fible d’elle- même. 

63  I. 

Nous  obferverons  encore , avant  que 
d’aller  plus  loin , que  toutes  les  fois  qu’il 
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eft  queftion  d’extraire  la  racine  quarrée 
d’un  nombre , cette  racine  a toujours  deux 
valeurs , dont  l’une  eft  pofitive  & l’autre 
négative.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer 
cela  plus  haut.  Qu’on  ait  l’équation  xx=4^, 
la  valeur  de  x ne  fera  pas  feulement  -j-  7 , 
mais  aufli  —7  , ce  qu’on  indique  par  ±7* 
Ainfi  toutes  ces  queftions  admettent  une 
folution  double  ; mais  on  remarquera  ce- 
pendant que  dans  plufieurs  cas,  dans  ceux, 
par  exemple  , oîi  il  s’agit  d’un  certain  nom- 
bre d’hommes , l’on  comprend  bien  que  la 
valeur  négative  ne  fauroit  avoir  lieu. 

632. 

Dans  le  cas  précédent  même , où  c eft 
la  quantité  connue  qui  manque  , les  équa- 
tions , axx=ixfne  laiftent  pas  d’admettre 
deux  valeurs  de  jc,  quoiqu’on  n’en  trouve 
qu’une  feule , fi  l’on  divife  par  x.  Car  fi  l’on 
a , par  exemple  , l’équation  xx—'^x,  où 
il  s’agit  d’afiigner  pour  x une  valeur  telle, 
que  XX  devienne  égal  à 3:^^  cela  fe  fait 
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en  fuppofant  a:  r=  3 , valeur  qu’on  trouve 
en  divifant  l’équation  par  x ; mais  outre 
cette  valeur  il  en  eft  encore  une  autre  qui 
fatisfait  également,  c’eft  Ar=ro  j car  alors 
xx—o,  & 3a:=o.  Toutes  les  équations 
du  fécond  degré  en  général  admettent  deux 
réfolutions  , tandis  qu’une  feule  folution 
peut  avoir  lieu  pour  les  équations  du  pre- 
mier degré. 

Nous  allons  maintenant  éclaircir  par 
quelques  exemples  ce  qiîe  nous  avons  dit 
fur  les  équations  du  fécond  degré  pures. 

633. 

Première  quejlion.  On  cherche  un  nom- 
bre dont  la  moitié , multipliée  par  le  tiers, 
falTe  14} 

Soit  ce  nombre  =x:  il  faut  que 
multiplié  par  donne  24  i oh  aura  donc 
l’équation  ^ xx=:  24. 

Multipliant  par  6 , on  a jfjf =144  ; & 
l’extraéUon  la  racine  donne  x=±ii. 
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On  met  + j car  fi  2 , on  a^x=:6f 

& J 4 , & le  produit  de  ces  deux  nom- 
bres eft  24;  & fi  x= — 12,  on  a 6, 

Scjx=  — 4 , dont  le  produit  eft  égale- 
ment 24. 

634. 

Seconde  quejlion.  On  cherche  un  nom- 
bre tel , qu’en  y ajoutant  5 , & en  en  re- 
tranchant 5 , le  produit  de  la  fomme  par 
la  différence  foit  =96. 

Soit  ce  nombre  , il  faudra  que  ^-^5  y 
multiplié  par  x — 5 , donne  96  ; d’où  réfulte 
l’équation  xx — 25=96. 

Ajoutant  25 , on  a a:a:=I2I  ; & extrayant 
la  racine,  il  vient  x=i  i.  Ainfi  ;r+5=i6, 
& x — 5 = 6 i or  en  effet  6.16=96. 

635. 

Troifieme  quejlion^  On  cherche  un  nom- 
bre tel , qu’en  l’ajoutant  à 10,  & en  le  re- 
tranchant de  10,  la' fomme  multipliée  par 
le  refte  ou  par  la  différence , donne  51. 
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Que  X foit  ce  nombre  ; il  faut  que  i o+x 
multiplié  par  10 — x , faffe  5 1 , & qu’ainlî 
1 00 — xx=  J I . Ajoutant  xx , & fouft ray ant 
5 1 , on  a 3 racine  quarrée 

donne  x—j. 

636. 

I •Quatrième  qiiejlion.  Trois  Joueurs  qui 

j ont  fait  une  partie  , fe  retirent  ; le  premier 

i avec  autant  de  fois  7 écus  y que  le  fécond 

a de  fois  trois  écus  j & le  fécond  avec  autant 
de  fois  17  écus , que  le  troilieme  a de  fois 
I 5 écus  J & fi  on  multiplie  l’argent  du  pre- 

I mier  par  l’argent  du  fécond  , Si  l’argent  du  ' 

jk  fécond  par  l’argent  du  troifeme,  & enfin 

l’argent  du  troifieme  par  l’argent  du  pre- 
mier, la  fomme  de  ces  trois  produits  eft 
3830^.  Combien  d’argent  ont-ils  chacun? 

Suppofons  que  le  premier  Joueur  ait  x 
écus  i & puifqu’il  a autant  de  fois  7 écus, 
que  le  fécond  a de  fois  3 écus , cela  fignifie 
que  fon  argent  eft  à celui  du  fécond  , en 
raifonde7:3. 
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On  fera  donc  à l’argent  du 

fécond  Joueur,  qui  eft  donc^Ar. 

De  plus  , comme  l’argent  du  fécond 
Joueur  eft  à celui  du  troifieme  en  raifon 
de  17:  5 , on'dira  17: 5 l’argentdu 

troifieme  Joueur , ou  à x. 

Multipliant  à préfent  a:  , ou  l’argent  du 
premier  Joueur , par  | x , l’argent  du  fé- 
cond , on  a le  produit  ^ xx. 

Après  cela  > ^ j l’argent  du  fécond , mul- 
tiplié par  l’argent  du  troifieme , ou  par  ^^x, 
donne  xx.  Enfin  l’argent  du  troifieme  , 
ou  j-^x,  multiplié  par  x , ou  l’argent  du 
premier , donne  ^ xx.  La  fomme  de  ces 
trois  produits  eft  ^xx-j-^^xx-j-^^xxj  & 
en  réduifant  au  même  dénominateur , on 
la  trouve  =^xx,  ce  qui  doit  équivaloir 
au  nombre  3830^. 

On  a donc ||jXx:=383o|. 

Ainfi^*xx=i  1492  , & 1521XX  étant 
égal  à 9572836,  divifant  par  1521  , on 
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a J & en  prenant  ‘la  racine  ^ 

on  trouve  x=^—.  Cette  fraftion  eft  en- 

39 

cote  réduftible  à de  moindres  termes  , en 
divifant  par  13  ; ainli  x~Y—79ji  ^ 
on  conclut  de-là  que|^jc=34,  & que 
x=:io. 

Réponfe.  Le  premier  Joueur  379  écus  , 
le  fécond  a 34  écus , & le  troifieme  fe  re- 
tire avec  10  écus. 

Remarque,  Ce  calcul  peut  fe  faire  encore 
d’une  maniéré  plus  facile  -,  favoir , en  pre- 
nant les  fafteurs  des  nombres  qui  s’y  pré- 
lèntent , & en  faifant  attention  principa- 
lement aux  quartés  de  ces  faéleurs. 

On  voit  que  507  — 3 . 169  , & que  169 
eft  le  quarré  de  1 3 j enfuite , que  833=7 
.119,  & que  1 19=7. 17.  Or  on 

& fi  on  multiplie  par  3 , on 
a j:  — 1 1402.  Ou’on  réfolve  aufll  ce 
nombre  en  fes  fafteurs  ; on  voit  d’abord 
que  le  premier  eft  4 , c’eft-à-dire , que  1149 2 
=4.2873  i de  plus  2873  divifible  par 
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17,  de  forte  que  1873=17.169.  Par  con- 
féquent  notre  équation  aura  la  forme  fui> 
vante  : = 4 .1 7 . 1 69 , laquelle , divifée 

par  1 69  > fe  réduit  à xjf  = 4 . 1 7 j mul- 

tipliant de  plus  par  17.49  , & divifant  par 
9 , on  a où  tous  les  fafteurs 

font  des  quarrésj  d’où  il  fuit  qu’on  a,  fans 
autre  calcul , la  racine  * 

comme  ci-devant. 

637. 

Cinquième  quejîion.  Quelques  Négocians 
établiffent  un  Fafteur  à Archangel.  Chacun 
d’eux  contribue  pour  le  commerce  qu’ils 
ont  en  vue , dix  fois  autant  d’écus  qu’ils  font 
d’Aflbciés.  Le  profit  du  Faéleur  eft  fixé  à 
deux  fois  autant  d’écus  qu’il  y a d’AlTociés 
pour  100  écus.  Et  fi  l’on  multiplie  la  ^ 
partie  de  fon  gain  total  par  1 , on  trouve 
le  nombre  des  Aflôciés.  On  demande  quel 
eft  ce  nombre  ? 

Soit  ce  nombre  =:r;  & puifque  chaque 
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Affocié  a fourni  lox , le  capital  entier  efl 
= ioxx.  Or  avec  chaque  centaine  d’écus 
le  Fafteur  gagne  ix , fon  profit  fera  donc 
~x^  avec  le  capital  loxx.  La  partie  de 
ce  gain  efl:  y multipliant  par  2^  ou 

parÇ,  on  a^^x\  ou^^x\  & c’eft  ce 
qui  doit  être  égal  au  nombre  des  Aflfociés  x. 
On  a donc  l’équation  ou  jc’ 

= 225  y elle  paroît  d’abord  être  du  troi- 
fieme  degré  ; mais  comme  on  peut  divifer 
' par  X , elle  fe  réduit  à l’équation  du  fécond 
degré  xx=2i^ , d’où  l’on  tire  jc=i  5. 

' Réponfe.  Il  y a quinze  AITociés,  & chacun 
a contribué  i $0  écus. 


Chapitre 
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CHAPITRE  VI. 

De  la  réfolution  des  Equations  mixtes 
du  fécond  degré. 

638. 

On  dit  d’une  équation  du  fécond  degré, 
qu’elle  eft  mixte  ou  complette  , lorl'qu’on 
y rencontre  trois  efpeces  de  termes , favoir 
celle  qui  contient  le  quatre  de  la  quantité 
inconnue , comme  axx  ,•  celle  où  l’incon- 
nue fe  trouve  feulement  élevée  à la  pre- 
mière puilTance , comme  bx  i enfin  l’efpece 
de  termes  qui  n’eft  compofée  que  de  quan- 
tités connues.  Et  puifqu’on  peut  réunir  deux 
ou  plufieurs  termes  d’une  même  efpece  en 
un  feul , & qu’on  peut  porter  tous  les  termes 
d’un  même  ooté  du  figne  = , la  forme  de 
l’équation  mixte  du  fécond  degré  fera  cel- 
le-ci : 

axx  ip  c = O. 

Nous  montrerons  dans  ce  Chapitre  com- 
Tome  I,  L1 
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ment  ôn  doit  tirer  la  valeur  de  x de  c€§ 
fortes  d’équations  ; on  verra  qu’il  y a deux 
routes  pour  y parvenir. 

639. 

Une  équation  de  l’efpece  dont  il  s’agit, 
peut  fe  réduire  , par  le  moyen  de  la  divi- 
fîon , à une  forme  telle , que  le  premier 
terme  ne  contienne  purement  que  le  quarré 
XX  de  l’inconnue  x.  On  laiffera  le  fécond 
terme  du  même  côté  où  eft  jc , & le  terme 
connu  on  le  portera  de  l’autre  c-ôté  du  figne 
= . Notre  équation  prendra  de  cette  ma- 
niéré la  forme  xx+px=+<^ , où  p & ^ 
fignifient  des  nombres  connus  quelconques, 
pofitifs  ou  négatifs  ; & tout  fe  réduit  à pré- 
fent  à déterminer  la  vraie  valeur  de  a*.  Nous 
commencerons  par  remarquer  que  fi  xx 
r\-px  étoit  un  quarré  efleél'if  ^ la  réîblurion 
n’auroit  aucune  difficulté  , parce  qu’il  ne 
s’agiroit  que  de  prendre  des  deux  côtés  la 
racine  quarrée. 
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640. 

Mais  il  eft  clair  que  xx-\-px  ne  fauroit 
être  un  quarré  , puifque  nous  avons  vu  plus 
haut  que  fi  une  racine  eft  de  deux  termes, 
par  exemple  x-\-n  , fon  quarré  contient  tou- 
jours trois  termes , favoir , outre  le  quarré 
de  chaque  partie  , encore  le  double  du 
produit  des  deux  parties  j c’efi-à  dire,  que 
le  quarré  de  x-\-n  eft  xx-\-inx-\~nn.  Or 
nous  avons  déjà  d’un  côté  xx-^px , ngus 
pouvons  donc  regarder  xx  comme  le 
quarré  de  la  première  partie  de  la  racine  , 
& il  faut  en  ce  cas  que  px  repréfente  le 
double  du  produit  de  la  première  partie  x 
de  la  racine  par  la  fécondé  partie  j par  con- 
féquent  cette  fécondé  partie  doit  être  i yp  , 
& en  effet  le  quarré  de  x~\-\p  fe  trouve 
être  xx-^px-\-'~pp. 

641. 

Or  xx-^px'-^-^pp  étant  un  quarré  réel 

qui  a pour  racine  fi  nous  repre- 

L1  ij 
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fions  notre  équation  xx-\-pxz=zq  ^ îiouiJ 
n’avons  qu’à  ajouter  de  part  & d’autre  j/yj , 
ce  qui  nous  donne  xx-\-px-\-'-pp=q-\-^ 
PP , où  le  premier  membre  ell  effeftive- 
ment  un  quarré , & où  l’autre  membre  ne 
renferme  que  des  quantités  connues.  Si  donc 
nous  prenons  des  deux  côtés  la  racine  quar- 
rée , nous  trouvons  x-\-'-p—\/ Ç-pp+q) ; 
& fouftrayant  , nous  obtenons  ~ 

p-\-\/^pp^^  i & comme  toute  racine 
quarrée  peut  être  prife  foit  affirmativement, 
foit  négativement , nous  aurons  pour  x 
deux  valeurs  exprimées  de  cette  maniéré: 
X=  — y±\/lpp+q, 

642. 

Voilà  la  formule  qui  contient  la  réglé 
d’après  laquelle  toutes  les  équations  du  fé- 
cond degré  peuvent  être  réfolues , & il  fera 
bon  d’en  imprimer  la  fubftance  dans  la  mé- 
moire , afin  qu’on  n’ait  pas  befoin  de  ré- 
péter à chaque  fois  toute  l’opération  que  - 
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nous  venons  de  faire.  On  pourra  toujours 
ordonner  l’équation , de  façon  que  le  quatre 
pur  XX  fe  trouve  d’un  feul  côté  , & qu’ainlî 
l’équation  ci-deffus  ait  la  forme  xx— — px 
oii  l’on  voit  alors  fur  le  champ  que 

*——y±V\pp+i- 

643. 

La  réglé  générale  que  nous  déduifons 
de-là  pour  réfoudre  l’équation  xx=. — px 
confifte  donc  en  ceci: 

Que  la  quantité  inconnue  x eft  égale  à 
la  moitié  du  nombre  qui  multiplie  x dans 
l’autre  membre  de  l’équation  ou  moins 

la  racine  quarrée  du  quarré  du  nombre  que 
l’on  vient  de  dire , & de  la  quantité  connue 
qui  forme  le  troifieme  terme  de  l’équation. 

C’eft  ainfi  que  fi  on  avoit  l’équation  xx 
= 6jf-|“7,  on  diroit  auffi-tôt  que  x=y 

+ y/9+7=3 + 4,  d’où  réfultent  ces  deux 
valeurs  de  x ^ I.)jf=7j  II.):ïr:= — i.  Pa- 
reillement l’équation  xx=.iqx — 9,  don- 

Lliij 
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neroit  x=^  + \/i^ — 9=5  + 4,  c’eft-à- 
dire  que  les  deux  valeurs  de  x font  9 & i. 

644. 

On  fe  mettra  encore  mieux  au  fait  de 
cette  réglé  en  diftinguant  les  cas  fuivans: 
I.)  fi  /?  eft  un  nombre  pair  j II.)  fi  /?  eft  un 
nombre  impair  j & III.)  fi  eft  un  nombre 
rompu. 

Soit  I.)  P un  nombre  pair , & l’équation 
telle  que,  xx—ipx-\-q , on  aura  x^p 

±\/pp+^- 

Soit  II.)  P un  nombre  impair , & l’équa- 
tion  xx—px+q,  on  aura  + 

& puifque  on  pourra  ex- 

traire la  racine  quarrée  de  ce  dénomina- 
teur, & écrire  + 

Enfin  III  ) Soif /7  une  fraftion,  on  pourra 
réfûudre  l’équation  de  la  maniéré  qui  fuit  ; 
Que  l’équation  en  quefiion  foit  celle-ci, 
(ixx:z=.hx~\-^c , ou  on  aura, 

par  la  réglé , + + Or  ^ 

f 


* 
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oïl  le  dénominateur  eft  un 

quarré  j ainfi 

645. 

L’autre  voie  qui  conduit  à la  réfolution 
des  équations  du  fécond  degré  mixtes,  eft 
de  les  transformer  en  des  équations  pures. 
Cela  fe  fait  en  fubftituant,  par  exemp.  dans 
l’équation  xx—px~Y<l  -,  à la  place  de  l’in- 
connue X , une  autre  inconnue^ , telle  que 
x=y-\-\p ; a»i  moyen  de  quoi,  quand 
on  a déterminé  J',  on  trouve  auffi-tôt  la 
valeur  de  x. 

Si  nous  faifons  cette  fubftitution  de  y 
la  place  de  x,  nous  avons  xx—yy 

+Py+\PP^  & par  con- 

féquent  notre  équation  fe  change  en  celle- 
ci:  yy-\-py+~pp=py+\pp+qy  quife 
réduit , en  fouftrayant  py  , d’abord  à yy 
~\--pp=-pp-^q;  & enfuite , en  fouftrayant 

\pPf  ^ yy—^iPP'^^q'  équa- 

tion du  fécond  degré  pure,  qui  donne  auiîi- 

L1  iy 
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tôt  y=±\/]jPP+q>  Or.puifque  x=y+  \p^ 
on  a x-=z^-p-y^/^pp-^q  , ainfi  que  nous 
l’avons  trouvé  ci-deffus.  Il  ne  nous  refte 
donc  qu’à  éclaircir  cette  réglé  par  quelques 
exemples. 

646. 


Première  quejiion.  J’ai  deux  nombres  ; 
l’un  furpafle  l’autre  de  6,  & leur  produit 
eft  91.  Quels  font  ces  nombres? 

Si  le  plus  petit  eft  x , l’autre  eft  x-\^6 , 
& leur  produit  ^i=zxx  4-6  X. 

Souftrayant  6x , il  refte  jcjc— 91 — 6x, 
& la  réglé  donne  xr=z — 3+V^ 9+91= — 3 
+ 10  J ainft  x=j  , & x= — 13. 

Rép.  La  queftion  admet  deux  folutions  : 
Suivant  l’une  , le  plus  petit  nombre  x 
eft  =7,  & le  plus  grand  x-\-6=i‘^. 
Suivant  l’autre , le  plus  petit  nombre  x 
— 1 3 , & le  plus  grand  x-^6:= — 7. 

647. 

Seconde  quejiion.  Trouver  un  nombre 
tel  que , fi  de  fon  quarré  je  retranche  9, 


V 
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il  me  vienne  un  nombre  qui  foit  d’autant 
d’unités  plus  grand  que  loo,  que  le  nom- 
bre cherché  eft  plus  petit  que  23. 

Soit  le  nombre  cherché  =x ;]q  vois  que 
XX — 9 furpaffe  1 00  de  — 1 09.  Et  puif- 

que  X eft  au  deflbus  de  23  de  23 — x,  j’au- 
rai cette  équation:  xx — 109=23 — x. 


Donc  XX— — 3 2 , & , par  la  réglé, 


4-—.  Ainfi  x=i  I & xz=  — 12. 
% 


Réponfe.  Lorfqu’on  ne  demande  qu’un 
nombre  pofitif,  ce  nombre  cherché  eft  1 1 , 
dont  le  quarré  moins  9 eft  112,  & par 
conféquent  de  12  plus  grand  que  100,  de 
même  que  1 1 eft  de  12  plus  petit  que  23, 

648. 

Troijieme  quefiion.  Trouver  un  nombre 
tel , que  fi  on  multipUe  (a  moitié  par  fon 
tiers , & qu’au  produit  on  ajoute  la  moitié 
du  nombre  qu’on  cherche , le  réfultat  foit 
30. 
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Qu’on  fuppofe  ce  nombre  =at  , fa  moi- 
tié, multipliée  par  fon  tiers,  fera^jcjc;  il 
faut  donc  que^;vj£:-|-^Ar=30.  Multipliant 
par  on  a xx-\-'^x=i^o,  ou xx^ — t,x 
>-|-i8o,  ce  qui  donne  x= — | + 
~_Î4-^ 

a -I-  2 • ^ 

Par  conféquent  jc  eft  ou  = 1 1 , ou  égal 

649. 


Quatrième  (juejlion.  Trouver  deux  nom- 
bres qui  foient  en  proportion  double , & 
tels  que  (i  on  ajoute  leur  fomme  à leur 
produit , on  obtienne  90. 

Soit  l’un  des  nombres  =:x , & le  plus 
grand  ix , leur  produit  fera  ^ zxx  , & 
ii  on  y ajoute  3 x ou  leur  fomme  , la  nou- 
velle fomme  doit  faire  90.  Ainfi  zxx-\‘‘^x 
=90;  ixx=()0 — ATx= — 1^+45  * 
d’où  l’on  tire  x--\-jr  V^^+45="‘4±T* 
Par  conféquent  xz=.6  ^ eu  x=. — 7 -* 
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650. 

Cinquième  quejlion.  Un  Maquignon  qui 
a acheté  un  cheval  pour  un  certain  nom- 
bre d’écus , le  revend  pour  1 1 9 écus , & 
il  gagne  autant  pour  cent  écus , que  le 
cheval  lui  a coûté.  On  demande  ce  qu’il 
en  a voit  payé  ? 

Suppofons  que  le  cheval  ait  coûté  x écus  ; 
comme  le  Maquignon  y gagne  x pourcent, 
on  dira  100  donnent  le  profit  at:  que  donne 
X ? Réponfe , Puis  donc  qu’il  a gagné ^ 
& que  le  cheval  lui  coûte  x écus  d’achat , 
il  faut  qu’il  l’ait  vendu  pour  donc 

^+î?o  = ii9*  Souftrayant  jc  , on  a £ 
& multipliant  par  100,  il 
vient  — i ooa:-|-i  1900.  Appliquant 
maintenant  la  réglé,  on  trouve  x— — ço 

+ y/i  5 oo-}-i  1900  = — Jo+\/ 14400 
= — 50  + 12.0. 

Réponfe.  Le  cheval  a coûté  70  écus , & 
puifque  le  Maquignon  a gagné  70  pour 
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cent  en  le  revendant , le  profit  doit  avoir 
été  de  49  écus.  Le  cheval  doit , par  confé- 
quent , avoir  été  revendu  en  effet  pour  70 
rl~49  •»  c’efl-à-dire  pour  1 1.9  écus. 

651. 


Sixième  quejlion.  Quelqu’un  acheté  un 
certain  nombre  de  pièces  de  drap  ; il  paye 
pour  la  première  2 écus  ; pour  la  fécondé, 
4 écus  J pour  la  troifieme , 6 écus , & de 
même  toujours  2 écus  de  plus  pour  les  fui- 
vantesj  & toutes  les  pièces  enfemble  lui 
coûtent  no  écus.  Combien  y avoit-il  de 


pièces  r* 

Soit  le  nombre  cherché  ; 


I 

& voici 


le  plan  de  ce  que  l’Acheteur  a payé  pour 
les  différentes  pièces: 

pour  la  1,2,  3)4)  5 ^ 

il  paye  2,4,6,8,10  ix  écus. 

Il  s’agit  par  conféquent  de  fommer  la 
progreffion  arithmétique  2-|-4-t“^4"8+i'0 

2Xf  qui  efl  de  termes , afin  d’en 

déduire  le  prix  de  toutes  les  pièces  de  drap 
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^rifes  enfemble,  La  réglé  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  pour  cette  opération, 
exige  qu’on  ajoute  le  dernier  ternie  & le 
premier.  La  fomme  eft  2x-j-2  j qu’on  mul- 
tiplie cette  fomme  par  le  nombre  des  ter- 
mes X J le  produit  eft  ixx-\-ix  ; qu’on  di- 
vife  enfin  par  la  différence  2 , le  quotient 
eft  XX  c’eft  la  fomme  de  la  progref- 
fionj  ainfi  l’on  a xX’-\-xz=:iio  donc  xx 
=— jf+iio,  & \/pp7ïo 


Réponfe,  Le  nombre  des  pièces  de  drap 
achetées  eft  10.  • 

652. 

Septième  quejîion.  Quelqu’un  a acheté 
plufieurs  pièces  de  drap  pour  180  écus.  S’il 
avoir  reçu  pour  la  même  fomme  3 pièces 
, de  plus , il  auroit  eu  la  piece  à meilleur 
marché  de  3 écus.  Combien  a-t-il  acheté 
de  pièces? 

Faifons  le  nombre  cherché  =.x\  chaque 
piece  aura  coûté  réellement  'ÿécus.  Or  fi 
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l’Acheteur  avoit  eu  pièces  pour  i8(5 
écus , la  piece  lui  feroit  revenue  à ^ écus  ; 
& puifque  ce  prix  eft  moindre  de  3 écus 
que  le  prix  réel , ^il  faut  que  nous  ayons 
l’équation , 

180 180 

JTî — h 3* 

Multipliant  par  jr , nous  avons  180 
— J divifam  par  3 , l’on  a a:; 

multipliant  par  , nous  aurons  6oa- 

=i8o-}-57Jc — XX’,  ajoutant  xx,  l’on  aura 
xx-\-6ox==iSo-\-^jX’,  foullrayant  6ox, 
nous  aurons  xxzz=  — 3 a: 180. 

La  réglé  donne  par  conféquent 

1 + v/|+78o,  ou  :c=— î+a 

= 12. 

Réponfe.  On  a acheté  pour  180  écus  ix 
pièces  de  drap  à 1 5 écus  la  piece  , & fi 
on  eût  obtenu  3 pièces  de  plus , favoir  i 5 
pièces  pour  i8o  écus,  la  piece  ne  feroit 
revenue  qu’à  1 2 écus,  c’eft-à*dire,  à 3 écus 
de  moins. 
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653. 

Huitième  quejlion.  Deux  Marchands  en- 
trent en  fociété  avec  un  fonds  de  100  écus; 
1 un  laiffe  (bn  argent  dans  la  fociété  pendant 
trois  mois,  I autre  laifTe  le  fien pendantdeux 
mois , & chacun  retire  99  écus  de  capital  & 
d interets.  On  demande  quelle  part  chacun 
avoit  fourni  au  fonds  ? 

Suppofons  que  le  premier  Aflbcié  ait 
contribué  écus  , l’autre  aura  contribué 
100 — X.  Or  celui-là  retirant  99  écus,  fon 
profit  eft  99  — j:  , qu’il  aura  acquis  en  trois 
mois  avec  le  capital  y & puifque  le  fécond 
retire  pareillement  99  écus , fon  profit  eft 
I , qu'il  aura  acquis  en  deux  mois  de 
temps  avec  le  capital  100 — x ; & ü eft 
clair  que  le  profit  de  ce  fécond  AfTocié  eût 
été  s’il  avoit  refté  trois  mois  dans  la 
J ^ant , comme  les  profits 

acquis  dans  le  même  temps  font  propor- 
tionnels aux  capitaux , nous  avons  évidem- 
ment jc:99  — -^=:ioo 
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L’égalité  du  produit  des  extrêmes  & de 
celui  des  moyens , donne  l’équation 


2 


=9900 


multipliant  par  2,  nous  aurons  “^xx  3A? 
=19800 — 398jc-j-2jc^,-  fouftrayant  ixx, 
l’on  aura  xx — 3^^=19800 — 398jç,-  ajou- 
tant ^x,  nous  aurons  xx=i^Soo — 39 

Donc  par  la  réglé 

395  I /i  56015  I 79100 39?  I 48; 

;r= r-rv  » "T  a 


# - 


Réponfe.  Le  premier  AfTocié  a contribué 
45  écus,  & l’autre  55  écus.  Le  premier 
ayant  gagné  en  trois  mois  5 4 écus  , auroit 
gagné  en  un  mois  1 8 ecus  j & le  fécond 
ayant  gagné  en  deux  mois  44  écus  , auroit 
gagné  en^un  mois  .22  ecus  i or  ces  deux 
profits  s’accordent  j car , fi  avec  45  écus 
on  gagne  18  écus  dans  un  mois  de  temps  , 
on  gagnera  dans  le  même  temps  22  écus 
avec  55  écus. 


654. 
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Neuvième  quejlion.  Deux  Payfannes  por- 
tent enfemble  100  œufs  au  marché}  l’une 
en  porte  plus  que  1 autre,  & cependant  le 
produit  eft  le  même  pour  l’une  & pour 
l’autre.  La  première  dit  à la  fécondé  ; Si 
j’avois  eu  tes  œufs , j’aurois  retiré  1 5 fous. 
L’autre  lui  répond  : Si  j’avois  eu  les  tiens, 
j’aurois  retiré  6^  fous.  Combien  d œufs 
.chacune  a-t-elle  portés  au  marché  > 

Que  la  première  ait  eu  a:  œufs,  la  fe.- 
conde  en  aura  eu  100 — -x.  . . [ 


Puis  donc  que  celle-là  eût  vendu  100 
— œufs  pour  1 5 'fous',  on  fera  la  réglé 
de  trois  fuivante:  ' ' ~ 

* V *• 


. De  mêmè  , puifque  la  fécondé  eût  vendu 
'.y  œufs  pour  6 ^ fous , bn  trouvera  com- 
bien lOQ— œufs  lui  euffehf  fendu  eh 
difant  ■ 


lo 


_ ■ 3*..  . 
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Or  les  deux  Payfannes  ont  retiré  autant 
d’arsent  l’une  que  l’autre  ; nous  avons  par 
conféquent  lequanon,  ^ 

fe  réduit  à celle-ci, 

xx=iiooooo-—4^oox  \ 

. & enfin  à celle-ci, 

JC  JC = ■— 1 6o  X -J- 8 000  i 

d’oU  l’on  tire 

> jc= — 8o+  v/6400+8ooo= — So-f-iio 

=40. 

Réponfe,  La  première  Payfanne  avoit 
'40  œufs , la  fécondé  en  avoit  60  , & cha- 
' cune  a retiré  1 o fous. 

655. 

Dixième  quefiion.  Deux  Marchands  ven- 
dent chacun  d’une  certaine  étoffe  j le  fé- 
cond en  vend  3 aunes  de  plus  que  le  pre- 
mier , & ils  rirent  enfemble  3 5 écus.  Le 
premier  dit  au  fécond  : J’aurois  retiré  de 
votre  étoffe  24  écus } l’autre  répond , 
moi  j’aurois  retiré  de  la  votre  1 2 écus 
demi.  Combien  d’aunes  avoient-ils  chacun  ? 
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Supposons  que  le  premier  ait  eu  ?ç  aüne$  » 
le  fécond  aura  eu  Jt-f-}  aunes.  Or  puifque 
le  premier  eût  vendu  jf-j-  3 aunes  pour  24 
écus , il  faut  qu’il  ait  retiré  “ écus  de  fes 
X aunes.  Et  quant ;au  fécond , .puifqu’il  eût 
débité  jf  aunes  pour  ia 7 écus,  il  faut  qu’il 
ait  vendu  fes  jr+3  aunes  pour  î ainâ 
la  fomme  totale  qu’ils  ppt  retirée 
=35  écus. 

I vt  • f > r'  r ■ ^ < ’v  ■ J > 

Cette  équation  Te  ^réduit  à xx  = iox 

- — 75 , d’oû  l’on  tire  A:=tio4- y/ 100^^5 

=10+5. 

Réponfe.  La  queûion  a deux  folutionst 
fuivant  la  première , le  premier  Marchand 
avoir  1 5 aunw  J & Ip  feçond  en  aiyolt  i 8 j 
& puifque  celm>là  ept  y^endu  18  aunes  pouf 
24  écus , il  aura  '^endu  Xes_  i ç aunes  poj^ 
20  écus  j.leiecqnd , qui  e^  .vendu  1 5 aune$ 
pour  1 2 4cus  demi  , , aura  vendu  fes  18 
aunes  15  écus  ^ donc  en  effet  ils  ont  tir^ 
3 5 écus  de  leur  marchandife. 

Suivant,  la  fécondé  foludon , le  premier 

Mm  ij 
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Marchand  avoit  5 aunes , &d’aücré  8 aunès  ; 
âinfi , ' püirque  le  premjer  eût  débité  8 aunes 
pouf- 14  écus , il'àufa  retiré  15  ecus  de  fes 
5 aunes' i & le  fecond^  puifqu’il  eût  yendû 
j-aimes  poiy-i  1 écus  & demi,  fes  iS-aunes 
lui  auront  rendu  xo  écus;  La  femme  éft  en- 
core 55  ' écus;r'.'cc;  ' -j--'  ' 
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ï.Oî  ■ “ r : >r:.. .*  ^ 

l'&pctraÜiQf\  d&s:,Eaçii^s ^dss! - 
polygones,  - c X ^ 

* - a . 

•J  •.  » r. 

- ' . ^ , r-  I 1 » . *“  r«  <•  \ 

t j J'  i ^ 


hf..;  ! ' î ''■ns"r: 


Noüs  avons  fait  voir  plus  Haut' comment 
oh  doit  détetmihér  lés  nombres  poly  gones  j 
or  ce  que  nous  avons  hômihé  alors  uhi  cSié, 
s’appelle  auffi  ünfîïicih'e:  Si'dohc  ori  indiqué 
là  raciriè  par  trouveia’  cé  "qui’  fuit 

pour"  tous  le's  nombres  polÿgôiiest^  " 

* • V.1'  ;1  : ^*  iis  : I > - ■ ■I  r%jyJ  (f 

^ ' \ * '/i.TU  J*-'-  ••'•Ji.*,  ci*. 
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le  III  gone  \ ou  le  triangle  > eft 
le  IV  gone,  ou  le  qûarré^'/ 

Je  V 

le  VI  gone  • 

le  VII  gone 

le  VIII  gone r-  — ■ ‘^xx — ix 

le  IX  gone — - 

t 

le  X gone  — 
le  n gone  — . — _ - 

■ ■ ^ 657- 


gone  . — ~ 


— i *—  ^xx X , 


I ï**-»»  “ ri 

2 > 


•jxx- ^x 


4xx—‘^x; 

{n-^)xx-^n-4)x’ , 

» ^ • 


Nous  avons  fait  voir  fuffifamment  plus 
haut , qu’il  eft  facile , par  le  moyen  de  ces 
formules  , de  trouver , pour  une  racine 
donnée  quelconque , un  nombre  polygone 
cherché.  Mais  lorlqu’il  s’àgit  de  trouver 
réciproquement  le  côté  , ou  la  racine  d’un 
polygone  dont  on  ^ coniioît  le  nombre 
,des  .côtés , l’opération  eft  plus  difficile 
& demande  toujours  la  réfolution.  d’une 
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équation  du  fécond  degré.  Cela  fait  què 
cet  article  mérite  d’être  traité  ici  féparé- 
ment.  Nous  le  ferons  par  ordre,  en  com- 
men^nt  par  les  nombres  triangulaires , & 
en  palfant  de -là  à ceux  d’un  plus  grand 
nombre  d’angles. 

658. 

Soit  dont  91  le  nombre  triangulairè 
donné,  & duquel  on  cherche  le  côté  ou 
la  racine. 

Si  nous  faifons  cette  racine  =x , il  faut 
que^^^foit  =91  ; que  , 

& xxz=i — & par  conféquent 

que  Jc=— î+v/î-i->8i=— Î-+ 

= — Nous  en  concluons  que 
la  racine  trigonale  cherchée  eil  13  ; car 
le  triangle  de  13  eft  91. 

659. 

Mais  foit  en  général  a lè  nombre  trigonal 
donné , & qu’cm«a  cherche  la  racine* 
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Si  on  la  fait  =zx , on  a ou xx 
<4-jc=:2aj  donc  xx^ — & pat 
la  réglé , jf=— la,  ou  jf  = 

I4-V^8<i+i 

% 

Ce  réfultat  donne  la  réglé  qui  fuit:  Pour 
trouver  une  racine  trigonale , il  faut  mul- 
tiplier par  8 le  nombre  trigonal  donné, 
ajouter  i au  produit , extraire  la  racine  de 
la  fomme,  fouilraîre  1 de  cette  racine, 
& divifer  enün  le  relie  par  2. 

660. 

On  voit  par-là  que  tous  les  nombres  tri- 
gonaux  ont  la  propriété,  que  Ci  on  les  mul- 
tiplie par  8 , & qu’on  ajoute  l’unité  au  pro- 
duit , la  fomme  ell  toujours  un  quarré  : I9 
petite  table  qui  fuit  en  donne  quelques 
exemples. 

TriangUs  : i,  3, 6,  lO,  13,  ai , a8,  36,  4^,  33  &c; 

: 9, 25, 49, 81, 111,169, 225,289, 

O9  remarquera  que  (i  le  nombre  donné 
a ne  fadsfait  pas  à cette  condition , c’eft 

Mm  iy 
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figne  que  ce  n’eft  pas  un  nombre  trigonal 
réel , ou  qu’on  ne  peut  en  indiquer  une 
racine  rationnelle. 

66i. 

Qu’on  cherche , fuivant  cette  réglé , la 
racine  trigonale  de  210,  on  aura  0^=110 
& 8a-f-i=i68i  , dont  la  racine  quarrée 
eft  4 1 ; d’où  l’on  voit  que  le  nombre  2 1 o 
eft  réellement  triangulaire,  & que  fa  ra- 
cine eft=^i^=20.  Mais  fi  on  donnoit 
pour  trigonal  le  nombre  4,  & qu’on  pro- 
posât d’en  affigner  la  racine , elle  fe  trou- 
veroit  & par  conféquent  irra- 

tionnelle j cependant  on  trouve  réellement 
le  triangle  de  cette  racine  ^ ^ , de  la 

maniéré  qui  fuit:  ' 

Puifque  , omxx  = \ , 

& en  y ajoutant  ^ la  fomme  eft  xx-\~x 
t=^==8  , &'  par  cohféquent’le  triangle, 
ou  le  nombre  trigonal  *—=4. 
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^ 662. 

Les  nombres  tétragones  étant  la  même 
chofe  que  les  quarrés , ils  ne  caufent  au- 
cune difficulté.'  Car  fuppofons  le  nombre 
tétragone  donné  , & fa  racine  cher-^ 
chée  =Xy  nous  aurons  xx—a^  & par 
conféquent  x=\/ a ; de  forte  que  la  ra- 
cine quarree  & la  racine  tétragone  font  la 
même  chofe.  • * 

-663. 

f Paflbns  donc  aux  nombres  pentagones. 

Soit  Z 2 un  nombre  de  cette  elpece  , & 

X fa  racine  ; il  faudra  que  = zz  , ou 
."^xx — x=44,  ou  XX— -x-^—.  On  tire 
de-là  + oüx—Lï.y^2^ 


Donc  4 eft  la  racine  pentagone  du  nom- 
bre 22. 

664. 

Qu’on  propofe  maintenant  la  queftion  : 
étant  donné  le  pentagone  a.,  trouver  fa  ra- 
cine. 
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Soit  cette  racine  =jc , on  aura  Téqua- 
don  =a,  ou  — j:=ia , ou  xxz=.^ 

au  moyen  de  quoi  on  trouve  x 

=ï+v^,  C’eft-à-d. 

Lors  donc  que  a eft  un  pentagone  effe6Uf> 
il  faut  que  i4a-f-i  foit  unquarré. 

Que  330  foit,  par  exemple,  le^ penta- 
gone donné  , la  racine  fera  x — *'^.*^^* 
=^=.5. 

665* 

Soit  à préfent  a un  nombre  hexagone 
donné , & qu’on  en  cherche  la  racine. 

Si  on  la  fuppofe  =x , on  aura  xxx — x 
z=a,  ou  xx=^x-\-~a  ^ d’où  l’on  tire  x 

Ainfi  pour 

que  a foit  réellement  un  hexagone  , il  faut 
que  devienne  un  quarré  5 d’où  l’on 

voit  que  tous  les  nombres  hexagones  font 
compris  dans  les  trigonaux  j mais  il  n’en 
cft  pas  de  même  des  racines. 

Soit,  par  exemple , le  nombre  hexagone 
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1125 , fa  racine  fera 
= 25. 

666. 

Suppofons  a un  nombre  heptagone , du- 
quel il  foit  queftion  de  trouver  le  côté  ou 
la  racine. 

Soit  cette  racine  =jf,  on  aura 
=a,  ou  xx=^x-\-ja,  ce  qui  donne  x 

Tous  les 

nombres  heptagones  ont  par  conféquent  la 
propriété , que  ü on  les  multiplie  par  40 
& qu’on  ajoute  9 au  produit , la  fomme 
eft  toujours  un  quarré. 

Soit,  par  exemple,  le  heptagone  2059; 
on  trouvera  fa  racine 

= »9- 

667. 

Qu’on  entende  par  a un  nombre  ofto- 
gone , duquel  on  veuille  trouver  la  ra- 
cine je. 

Qn  aura  3 ijp=a  ,ouxx=^x^ja. 


5j6  . E l é m e n.  s ’ 

d’où  réfulte  at— 

Tous  les  nombres  oftogones  font  tels , par 
conféquent,  que  ü on  les  multiplie  par  5 
& qu’on  ajoute  l’unité  au  produit , la  fomme 
eft  conftamment  un  quarré. 

Soit , par  exemple , 38 1 6 un  oftogone  ; 
fa  racine  fera  A;==l±l^*ii2  = *-^=36. 

668. 


Soit  enfin  a un  nombre  n gone  donné  ÿ 
dont  il  s’agifle  de  déterminer  la  racine } ou 
aura  cette  équation: 

(n~i)xx-(n-4)x  / v , v 

i — ~=:a,  OU  {n — 2)xx — (n — 4) 
AT=2a,  par  conféquent 
on  en  tire 


"'4  l " \ / (ü.jf).  . . I 

alTIÔ’T-V  4(/z-z)* 

,-4  I ^ / (”-4)'  t 

2(ij-i)'T'  V 4(n— i)*  T” 4(n—i)*  > 

ï 

«— 4-f  8(«— i)a4-(w— 4)* 

:: 


ou 


Cette  formule  renferme  une  réglé  gé- 
nérale pour  trouver  toutes  les  racines  poly- 
gones poilibles  de  nombres  donnés» 
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* Par  ex.  foit  donné  le  nombre  xxi  v gone 

3009  î puifque  a eft  ici  =3009  & «=24, 

on  a a — 2=22  & n — 4=20;  donc  la 

racine  ou  x = i°±Vll^9.L84+4op  — ^21221  =nj, 

44  44  • f 


C H A P I T R E VIII.- 

r%  ..... 

'y  à t • \ ■ ••j* 

De  H' extfaBion  "des  Racines  quafrées'  des 
t‘  ';‘  • ' -'^-Binômes.  ' 


J i 


669. 


N nomme  en ‘Algèbre  un  hi nome, 
une  quantité  çompbfée  de  deux  parties  qui 
font , Ou  toutes  affeftées  du  figne  de  la,ra- 

^ K ix  \ ^ r K A i *•'  ......  » • 

cine  quarrée  ,, ou  dont  l’une  au  moins  ren- 
ferme  ce  ngne. 

• - " r-rf'  ' y-  k; 

Ced  par  cette  raifonouè  3 + vç  eft 

A 

^ I-  - i, 

T*)  Qt’O'qlic  dans  rAlg'ébre  on  nomme  en 'général 
tàte/iit  iinëlqtùtatitié  coiitpofôé  de  deux  termès , M.  Euler 
a^Ug^àÿropoc-d^^ipe^er  ainH  en  particulier  les  exprel^ 
fions_^que  les^Analj^ftes  françois  défignent  par  quantités 
eh  partîe'càmmtnfûrdhles\'6r  en  partie  încommenJurubUs. 


5j8  M l i m e n s 

un  binôme , & pareillement  \/8  \/3  f 

& il  eft  indifférent  que  ces  deux  termes 
foie  Ht  joints  par  le  ligne  ou  par  le  ligne 
— . C’eft  pourquoi  3 — y 5 eft  auffi  bien 
un  binôme  que 

670. 

La  principale  raifon  pour  laquelle  ces 
binômes  méritent  attention , c’eft  que  dans 
la  réfolution  des  équations  du  fécond  degré, 
c’eft  toujours  à des  quantités  de  cette  forme 
qu’on  parvient , lorfque  la  réfolution  ne 
peut  fe  faire.  Par  exejmple , l’équation  xx 
z=z6x — 4 donne  ;c=3-|-\/ j. 

On  fent  bien , par  conféquent , que  ces 
formules  doivent  le  préfenter  fréquemment 
dans  les  calculs  algébriques;  aulli  avons* 
nous  eu  foin  plus  haut  de  faire  voir  com- 
ment on  doit  les  traiter  dans  les  opérations 
ordinaires  de  l’Addition , de  la.  Soullrac- 
tion , de  la  Multiplication  & de  la  Divi- 
lion  ; mais  ce  n’eft  qu’à  préfent  que  nous 
fommes  en  état  de  montrer  comment  bh 
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» 

doit  en  extraire  les  racines  quarrées , •* eft- 
à-dire , autant  que  cette  extraéHon  eft  pof- 
üble  \ car , quand  elle  ne  Teft  pas , on  (è 
contente  de  donner  un  nouveau  (igné  ra- 
dical à la  quantité.  La  racine  quarrée  ,de 

34”|/i  eft 


671. 

Il  faut  obferver-  d’abord  que  les  quarrés 
de  tels  binômes  font  aufti  des  binômes  pa- 
reils , dans  lefquels  même  un  des  termes 
eft  toujours  rationnel. 

Car , qu’on  prenne  le  quatre  de  a+ 
on  trouvera  b.  Si  donc  il 

s’agiffoit  réciproquement  de  prendre  la  ra- 
cine de  la  formule  (a«-|-^)-|-aa\/ è , on  la 
trouveroit  =a“|- \ b,  & il  eft , (ans  con- 
tredit , bien  plus  facile  de  s’en  faire  une 
idée  de  cette  maniéré , que  (î  on  avoit  (îm- 
plement  mis  encore  le  (igné  \/  devant  cette 
formule.  De  même , fi  on  prend  le  quarré 
. de  y/ b , on  trouve  (a~\~b')-^x^ ab  ; 
donc  réciproquement  la  racine  quarrée  de 


» 


J 
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fera  î laquelle 

fera  pareillement  plus  facile  à faifir  , que 
iî  on  fe  contentoit  de  mettre  le  ligne  v 
devant  la  quantité. 

672. 

Il  s’agit  donc  principalement  de  déter- 
miner un  caraélere  qui  puiffe  faire  recon- 
noître  dans  tous  les  cas  fi  une  telle  racine 
quarrée  a lieu  ou  non.  Nous  commence- 
rons , dans  ce  deffein , par  une  formule  fa- 
cile, en  cherchant  fi  on  peut  affigner,  dans 
le  fens  que  nous  avons  dit , la  racine  quarrée 

du  binôme  ‘ 5 4“  ^ 

■ Suppofons  donc  que  cette  racine  foit  \(  x 

le  quatre, en  eft 

& il  doit  êtfè  égal  à la  formule  5 + 2 
Par  conféquent  la  partie  rationnelle  x-^y 
doit  être  égale  à 5 , & la.  partie  irration- 
nelle 2 ^/‘xy  ^oit  être  égale  à i\/6.  Cette 
derniere  égalité  donne  y/ xy^=\/ 6,  Ôixy 

è=6-  Or  puifque  > qn 

^ X & cette  valeur  fubftituée  dans  1 equa-n 
’ ■ ‘ tion 
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tion  xj=6 , produira  ^x-\-xx=6 , ou  xx 
= ^x—6.  Donc  — 

-|-^r:=;3.  Ainfijc=3  &j=i,  d’où  nous 
concluons  que  la  racine  quarrée  de  5 y/6 

eft  V'3  + \/ î- 

673. 

Comme  nous  avons  trouvé  ici  les  deux 
équations,  I.)  , & \l.)xj  = 6 , 

ftous  allons  indiquer  une  voie  particulière 
pour  en  tirer  les  valeurs  de  de^. 

Puifque  x-\-j=<)  , qu’on  prenne  les 
quarrés  xx-^ix^-^yj—n^  i faifant  atten- 
tion maintenant  que  xx — eft  le 
quarré  de  x — y , qu’on  fouftraie  de  xx 
•^xxy-^-yy—x^  l’équation  xy~6  prife 
quatre  fois , ou  4;»:^=  14 , afin  d’avoir  xx 
■ — 2xy-j-yy=i  ; car  prenant  à préfent 
les  racines , on  a x — y==i } & x-f-y  étant 
±=  5 , on  trouvera  aifément  x=)  8cy=z, 
Donc  la  racine  quarrée  de  6 eft 

Tome  A N n 
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674. 

Confidérons  le  binôme  général  a+v/^,  & 
fuppofons  ùi  racine  quarrée  =/-»f+vO^,  nous 
aurons  l’équation  {x-iry)-\rWxy—^'^y/^  » 
ainfi  J & i.\Zxy:=\/b  ^ ou 

fouftrayant  ce  quarré  du  quarré  de  l’équa- 
tion x^y:=a  , ou  de  xx^ixy-\-yy=aa , 
\ il  refte  xx — xxy-]^yy^=^a<i — b , dont  la  ra- 

cine quarrée  eft  x — y=z\/aa — b.  Or  x 
nous  avons  donc 

y — m-v'aa-b ^ ^ pgf  conféqucnt  la  racine 
quarrée  cherchée  àQ  a-\-^ b e&. 

675. 

Nous  conviendrons  que  cette  formule 
cft  plus  compliquée  que  fi  on  eût  mis  fim- 
plement  le  figne  radical  y/  devant  le  bi- 
pome  donné  a+V^,  & qu’on  eût  écrit 
^a-\-  \/b.  Mais  confidérons  que  ladite  for- 
mule peut  fe  fimplifier  beaucoup , lorfque 
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les  nombres  a ^ b font  tels  que  a a — b 
devient  un  quarré , puifqu’alors  le  ligne  \/ 
qui  eft  fous  le  figne  \/  fe  trouve  éliminé» 
I^ous  voyons  en  même  temps  qu’on  ne 
peut  extraire  commodément  la  racine  quar- 
. rée  du  binôme  a-^y/é,  que  lorfque  a a 
— b=zcci  car  dans  ce  cas  la  racine  quarrée 
cherchée  eft  \/^  -|-  ^ ^ 

' — b n’eft  pas  un  quarré  parfait , on  ne  peut 
indiquer  plus  convenablement  la  racine 
quarrée  de  a-\-^ b , qu’en  mettant  le  ligne 
radical  \/  devant  cette  quantité* 

676. 


La  condition  donc  qui  eft  requile  pour 
qu’on  puiffe  exprimer  d’une  façon  plus 
commode  la  racine  quarrée  d’un  binôme 
a-\-^ b,  c’eft  que  aa — b foit  un  quarré  j 
&;  li  on  indique  ce  quarré  par  cc^  on  aura 
pour  la  racine  quarrée  en  queftion  y/ 

*4-  Il  faut  remarquer  de  plus  que  la 

racine  quarrée  de  a — \/ b fera  \/ 

N n i j 


# 
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car,  en  prenant  le  quatre  de  cette  formule  J* 
on  trouve  a — 1\/ ; or  puifque  cc=uia 
— & par  conféquent  a a — cc~by  le 
même  quarré  fe  trouve  =a — 2y/-=a 

2 ▼ t 

677. 

Lors  donc  qu’il  s’agit  d’extraire  la  ra- 
cine quarrée  d’un  binôme  tel  que  a + ^b, 
la  réglé  eft  de  fouftraire  du  quarré  aa  de 
la  partie  rationnelle  le  quarré  b de  la  par- 
tie irrationnelle,  de  prendre  la  racine  quar- 
rée du  refte , & en  nommant  cette  racine 
Çy  d’écrire  pour  la  racine  cherchée  \/~ 

±v^-  . . • 

678. 

Qu’on  cherche  la  racine  quarrée  de  2 

Y/3  , on  a a=i  & ^=3  J donc  aa — b 
^=cc=i  , & c=i  i ainfi  la  racine  cherchée 

' Qu’il  s’agiffe  de  trouver  la  racine  quarrée 
. du  binôme  1 1 , on  aura  a=i  1 , 
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8r  \/è=6\/ 1}  par  conféquent  h=.-^6,% 
=72 , & aa — ^=49  ; ce  qui  donne  c=’j  ; 
& il  réfulte  de-là  que  la  racine  quarrée  de 
ii-\-6\/ zefl:  \/ 9 -{-\/ i,  ou  î + \/ 
Qu’on  cherche  la  racine  quarrée  de  1 1 
'■^2\/ 30  : ici  a=i  i & y/ è=2\/ 30  ; par 
conféquent  ^1=4.30=1 20  , & aa — bz=  \ , 
& c=i  ; donc  la  racine  cherchée  = v ^ 

-v/5. 

679. 


Cette  réglé  a Heu  également,  lors  mêmè 
que  le  binôme  renferme  des  quantités  ima- 
ginaires ou  impoflibles. 

Soit  propofé , par  exemple , le  binôme 
i-|-4y/ — 3 , on  aura  o=i  & y/ 4y/ 
—3  , c’eft-à-dire , b=. — 48  & aa — ^=49, 
Donc  c=7 , & par  conféquent  la  racine 
quarrée  qu’on  cherche  =\  — 3=2 

— 3*  ' 

Autre  exemple.  Soit  donné  — r ~|“ï  v 
. — 3 , nous  avons  a— — [ j y/ b=X  \/— 3 , 
& — 3= — !•  Donc  aa — b==^-X-\ 

4 4 ' 4*4 

Nn  üj 
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Elément 

, & <r=i  ; & le  réfultat  cherché  ed 

Un  autre  exemple  remarquable  eft  celui 
ou  il  s’agit  de  trouver  la  racine  quarrée  de 
2 v/ — 1 • Comme  il  n’y  a point  ici  de  partie 
rationnelle,  on  aura  a=o^  or  \/ b=zi\/ 
* — I & b— — 4 , donc  aa — fc=4  & c=i  j 
par  conféquent  la  racine  quarrée  qu’on 
cherche  eft  i = r ^ 

en  effet  le  quarré  de  cette  quantité  eft  i 

■rj-iy/ — I — 1—^^/ — I. 

68o. 


Suppofons  encore  qu’il  fe  préfentât  une 
équation  telle  que  xx=a+}/  b y & que  aa 
— b fût  :=ccî  on.  en  conclurent  la  valeiff 
<Je  jr==\/^+\/^,  ce  qui  peut  êtr« 
'c^ufage  en  bien  des  cas. 

' Soit , par  exemple , xx=z\j  -|-i  2^/2,’ 
on  aura  x=3-|--y  8==3-|“iv 

681. 

Ce  cas  a Heu  principalement  dans  la  ré- 
fôlution  de  quelques  équations  du  quatrième 


< 


! 

I 

I 

4 


Digüized  by  Google  | 


r"  A L G E B R E,  567 

idegré,  par  exemple,  de  x*=^iaxx-\~d. 
Car  fi  l’on  fuppofe  xx=.y , on  a x*^yy^ 
ce  qui  réduit  l’équation  donnée  kyy=iay 
& d’où  l’on  tire  ja=a+y/ aa-\-d.  On 
a donc  jfjr=a+\/ aa-^d^  & par  conféquent  > 
encore  une  extraélion  de  racine  à faire. 
Or,  puifqu’ici  y/ b:=.y/ aa-\-d ^ on  aura  b 
t=aa~^d,  & aa — b=. — d.  Si  donc  — d eft 
un  quarré  comme  cc,  c’eft-à-dire  que  d 
;= — cc  , on  pourra  affigner  la  racine  de- 
mandée. 

Suppofons  qu’efFeélivement  d==. — cc , ou 
bien  que  l’équation  du  quatrième  degré 
propofée  foit  x^  = xaxx — cc,  nous  trou- 
yerons  donc  xz=zy/~  + y/^. 

682. 

Nous  rendrons  plus  fénfible , par  quel- 
ques exemples,  ce  que  nous  venons  de  dire. 

1°.  On  cherche  deux  nombres  dont  le 
produit  foit  105 , & dont  les  quarrés  faiTent 
«nfemble  274. 

Nn  iv 
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Indiquons  ces  deux  nombres  par  x Bzy', 
nous  'aurons  les  deux  équations  , I.)  xj 
=105  , & \l.)xx-]-yy=^ij4, 

La  première  donne  y—'-^,  & cette  va- 
leur de  y étant  fubftituée  dans  la  fécondé 
équation,  nous  avons  ’ =174. 

Donc  x*-\-\oÇ=ij4Xx , OMx*=xj^xx 
— 105’ . 

Si  nous  comparons  maintenant  cette 
équation  avec  celle  de  l’article  précédent , 
nous  avons  & — cc=. — 105“; 

par  conféquent  c=io5 , & ^=137.  Nous 
trouvons  par  conféquent 

AT==  y/ii2p!  + »/^'=  1 1+4. 

Il  s’enfuit  de  - là  que  at  eft , ou  =:  i y 
ou  — J.  Dans  le  premier  casy=7 , dans 
le  fécond  cas  y=^i  5 . Donc  les  deux  nom- 
bres cherchés  font  1 5 & 7. 

683. 

Il  fera  bon  cependant  de  remarquer  que 
ce  calcul  peut  fe  faire  beaucoup  plus  fa- 
*ilement  d’une  autre  maniéré.  Car  puifque. 
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xx-\-ixy-\-yy  & xX'~-~ixy-\-yy  font  des 
quarrés,  & que  nous  connoiffons  les  va- 
leurs de  xx-\-yy  & de  xy , nous  n’avoi^ 
qu’à  prendre  le  double  de  cette  derniere 
quantité , l’ajouter  à la  première  & l’en  fouf- 
traire  , comme  on  va  voir  : xx~\~yy=x’j 4, 
Si  on  y ajoute  xxy=.xiOy  on  a xx-^ixy 
•j-yyz=^S4 , ce  qui  donne  x-j~y=i2. 

Souftrayant  à préfent  ixy , il  rèfte  xx 
' — ixy-\-yy=64  , d’où  l’on  tire  x — y=S, 
Ainfi  2jf=3o  & 2y=i4,  & par  con- 
féquent  :r=i  5 & y=j. 

La  queftion  générale  qui  fuit , fe  rélbut 
par  la  même  méthode. 

2°.  On  cherche  deux  nombres,  dont 
le  produit  foit =/n  , & la  fomme  des  quar- 
rés = n. 


Si  ces  nombres  font , l’un  r=jr , l’autre 
=:y , on  a les  deux  équations  fuivantes  : 
I.)  xy=mf  II.)  xx-\-yy=n.  Or  ixy=2m 
étant  ajouté  à xx-^yy=n , on  a xx-j-ijcy 
^yyz=zn-\~im  , ^ par  conféquent  x-\-y 
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Mais  fouftrayant  %xy , il  relie  xx—^ixy 
= n — 1 OT , d’où  l’on  tire  x^y 
c=\/  n — 2/n;  on  aura  donc 

nr-im,  &^=  -y^ /î+i/n— ^ y/ n—im^ 

684. 


3®.  On  cherche  deux  nombres  tels  que 
leur  produit  = 3 5 , & la  différence  de  leurs 
quarrés  =24. 

Soit  le  plus  grand  des  deux  nombres  = x 
& le  plus  petit  =y , on  aura  les  deux  équa- 
tions xy=^^ , & XX — yy=  14  i & les 
mêmes  avantages  n’ayant  pas  Ueu  ici , on 
procédera  par  la  voie  ordinaire.  La  pre- 
mière équation  d<mney=~,  &,  en  fubA 
ùtuant  cette  valeur  dey  dans  la  fécondé, 
on  a XX  — = 14*  Multipliant  j«r  xx^ 

on  a X*  — i225  = 24Jfjf,  & x*=x=i4xx 
-I-1225.  Or  le  fécond  membre  de  cette 
équation  étant  affefté  du  ligne  -[-  » 0*^ 
pourra  pas  faire  ufage  de  la  formule  donnée 
ci'delTus,  parce  que  cc  étant  = — 1215  » 
c deviendroit  imaginaire. 
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■ Qu’on  fafle  donc  xx=\ , on  aura 
=:24{-}-iZ25  , d’oü  l’on  tire 

+ \/ i44-j-i22  5 , ou  p=i2+37  ; par  con- 
séquent 2+ 37 , c’eft-à-d,  ou  =49 

ou  = — 25. 

Si  on  adopte  la  première  valeur , on  a 

x=7  & 

Si  on  adopte  la  fécondé  valeur , on  a 

* = v/-^5  & y=^  = y/^^  = ^/, 

— 49- 

685. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  la 
queftion  fuivante. 

4®.  On  cherche  deux  nombres  tels  qu’il 
y ait  égalité  entre  leur  fomme , leur  pro- 
<luit  & la  différence  de  leurs  quarrés. 

Soit  X le  plus  grand  des  deux  nombres , 
& y le  plus  petit  j il  faudra  que  les  trois 
formules  qui  fuivent  foient  égales  entre 
elles:  I.)  la  fomme  x-\-y  i IL)  Je  produit 
xy  ; III.)  la  différence  des  quarrés  xx—yy. 
Si  l’on  compare  la  première  avec  la  fe- 
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conde , on  a x-\-y=xy , ce  qui  dcinnerà 
une  valeur  de  car  on  aura  y=xy — x 
=x(y — i),  & . Par  conféquent 

4“JK=—  f & xy=^^ , c’eft-à-dire  que 
la  fomme  eft  en  effet  égale  au  produit; 
& c’eft  à quoi  doit  être  égale  auffi  la  dif- 
férence des  quarrés.  Or  on  a xx — y y 

==j;z^,  i faifant  donc  ceci 

égal  à la  quantité  trouvée  , on  a ^ 
î divifant  par  y y , il  vient 
=^25^ î multipliant  par  (j—iY  , on  a 
y — I = — yy-\-  2y  s par  conféquent 
+ 1.  Cela  donne  jK=r±\/^+i  = \ 

^ & on  aura  donc  x 



Pour  chaffer  la  quantité  fourde  du  dé- 
nominateur, on  multipliera  les  deux  termes 
par  y/ç-f-i , & on  obtiendra 

%+Vi 

a 

Réponfe,  Le  plus  grand  des  nombres 
cherchés , ou  jc  , ; & le  plus  pétit, 

y,  Ainfi  leur  fomme 
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+V^5  i produit  xy=.z-\-^ 5 ; & puif- 
que  on  a auffi 

la  différence  des  quarrés  xx  — yy=2 

.4-/5. 

686. 

Comme  cette  folution  étoit  affez  longue,’ 
il  fera  bon  de  faire  remarquer  qu’on  peut 
l’abréger.  Qu’on  commence  par  faire  la 
(bmme  x-\-y  égale  à la  différence  des 
quarrés  xx — y y , on  aura  x-\-y=:xx—yy  j 
& divifant  par  x-^y , à caufe  de  xx — yy 
— y)  y on  trouve  i=x — y 
& x=y-\-î.  Par  conféquent  x-\-y=iy 
*r|“i  , & XX — yy=i2y-\-i  j de  plus  le  pro- 
duit xy  ouyy-\-y  devant  être  égal, à la 
même  quantité,  on  ^ yy-\-y=^y-\-I , 
yy=y-\-^  > ce  qui*  donne  , comme  ci- 
deffus,  ...  , 

687.  ' ' " 

. “5°*.La  queftion  précédente  nous  conduit 
àconfîdérer  encore  celle-ci:  Trouver  deux 
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nombres  tels , qu’il  y ait  égalité  entre  leuf 
fomme  , leur  produit  & la  fomme  de  leurs 
quarrés. 

Nommons  x & y les  nombres  cherchés  j 
il  faut  qu’il  y ait  égalité  entre 
II.)  xy,  & lll.)xx-{-yy. 

Comparant  la  première  & la  fécondé 
formule , nous  avons  x-\-y==xy , d’où  nous 
lirons  » par  conféquent  xy  ou  x-\-y 

— Or  la  même  quantité  équivaut  k 
xx-\-yy  , ainfi  nous  avons 

Multipliant  par  yy- — iy~\-i  ^ le 
produit  eft  y* — iyl-^iyy=y^ — yy^ 
ou  y*  = }y^  — }yy  i & en  divilant  par 
yy,  nous  avons  yy=3y — 3 ; ce  qui  donne 
y=^  ^y/- — y par  conféquent 

réfulte  & 

en  multipliant  les  deux  termes  par  » 

le  réfultat  eft  x—  ou  » 

4 ^ 

Rêponfe.  Donc*  les  deux  nombres  cher- 
chés font  , leur 

fomme  eft  x-\-y=^'^  ,'lèur  produit  i 
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enfin,  puifque 
la  ibmme  des  quarrés 

688. 

On  peut  abréger  confidérablement  ce 
calcul  par  un  artifice  particulier  , qui  eft 
applicable  auffi  dans  d’autres  cas.  Il  con- 
fifte  à exprimer  les  nombres  cherchés  par 
2a  fbmme  & par  la  différence  de  deux 
lettres , au  lieu  de  les  indiquer  par  des 
lettres  (impies. 

Qu’on  fuppofe  , dans  notre  derniere 
quefHon,  l’un  des  nombres  cherchés  =p 
-}-y,  & l’autre  ^ leur  fomme  fera 

ip,  leur  produit  fera  /y?-— & la  fomme 
de  leurs  quarrés  fera  =2./yj+2yy,  & ces 
trois  quantités  doivent  être  égales  entr’elles. 
Egalant  d’abord  la  première  à la  fécondé, 
on  a ip=zpp^qq^  ce  qui  donne  qq=zpp^zp, 
Subftituant  cette  valeur  de  yy  dans  la  troi- 
fieme  quantité , & comparant  le  réfultat 
^vec  la  première , on  a ^p=^j^pp 
— , ^’où  l’on  tire  p=\* 
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Par  conféquent  qq  =. — 1,  &!:q—~  * 
de  forte  que  les  nombres  que  nous  cher*- 
chons  font  p-\-q=  ^ & p — q~1±^  ^ 

comme  nous  les  avons  trouvés  ci-delTus. 


' , a 

CHAPITRE  IX. 


'De  la  nature  des  Equations  du  fécond  degrés 


689. 

On  a vu  fuffifamment  par  ce  qui  pré- 
cédé , que  les  équations  du  fécond  degré 
font  réfolubles  de  deux  maniérés  , & cette 
propriété  mérite  à tous  égards  d etre  exa- 
minée , parce  que  la  nature  des  équation^ 
d’un  degré  fupérieur  ne  peut  que  recevoir 
par-là  beaucoup  de  jour.  Nous  remonte- 
rons donc  avec  plus  d’attention  aux  caufeS 
qui  font  que  toute  équation  du  fécond  degré 
admet  une  double  folution  ; elles  renfer- 
ment indubitablement  une  propriété  effen* 
tielle  de  ces  équations* 

690. 
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690. 

« 

Il  eft  vrai  que  nous  avons  déjà  vu  quô 
'cette  double  folution  provient  de  ce  que 
la  racine  quarrée  d’un  nombre  quelconque 
peut  être  prife , foit  politive , foit  négative  ; 
cependant , comme  ce  principe  ne  s’appli- 
queroit  pas  aifément  à des  équations  de 
dimenfions  plus  hautes  , il  fera  bon  de  dé- 
velopper clairement  la  même  propriété 
encore  d’une  autre  maniéré.  Nous  pren- 
drons pour  exemple  l’équation  du  fécond 
degré,  xx=iix  — 35,  & nous  donnerons 
line  nouvelle  raifon , par  laquelle  cette  équa- 
tion eft  réfoluble  de  deux  façons , en  ad- 
mettant pour  X les  deux  valeurs  & 7 qui 
lui  fatisfont  également. 

691. 

il  eft  plus  convenable  pour  notre  but 
de  commencer  par  tranfpofer  les  termes 
de  l’équation , de  maniéré  qu’un  des  mern- 
b»es  devienne  o 3 cette  équation  prend  par 
Tome  /,  O O 
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conféquent  la  forme  xx — i2Jf-|-35=0, 
& U s’agit  à préfent  de  trouver  un  nombre 
tel  que , fi  on  le  fubftitue  k x , la.  formule 
jca: — 12^+3  5 réduife  effeélivement  à 
rien  ; il  fera  queftion  après  cela  de  montrer 
pourquoi  cela  peut  fe  faire  de  deux  ma^ 
nieres. 

6ç)i, 

Or  le  tout  confifte  ici  à faire  voir  avèC 
clarté  , qu’une  quantité  de  la  forme  xx 

1 2Ar-j-3  5 peut  être  envifagée  comme  le 

produit  de  deux  faveurs  j ainli  en  effet  la 
formule  dont  nous  parlons  eft  compofée 
des  deux  farceurs  (x-5).(jf-7).  Car  puifque 
cette  quantité  doit  fe  réduire  à o , il  faut 
auffi  que  le  produit  (jc— 5 7)=o ; 
mais  un  produit  , de  quelque  nombre  de 
faveurs  qu’il  foit  compofé , devient  =0, 
lors  même  qu’un  feul  de  ces  faêleurs  fe 
réduit  à o ; c’eft  un  principe  fondamental 
auquel  il  faut  faire  attention , fur- tout  quand 
il  s’agit  d’équations  de  plufieurs  degrés.  . 
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693. 

On  comprend  donc  aifément , que  le 
produit  {x—<Ç),{x — 7)  peut  devenir  o de 
deux  façons  : l’une  , quand  le  premier  fac- 
teur X — 5=0;  l’autre,  quand  le  fécond 
fafteur  — 7=0.  Dans  le  premier  cas 
;c=5  , dans  l’autre  cas  La  raifon  eft 
donc  très-claire  , pourquoi  une  telle  équa- 
tion XAT — izjc--j-35=o,  admet  deux  fo- 
lutions  ; c’eft-à-dire , pourquoi  on  peut 
afligner  pour  x deux  valeurs  qui  fatisfont 
également  à l’équation.  Cette  raifon  fon- 
damentale confifte  en  ce  que  la  formule 
XX — 1 2jr-[-3  5 peut  être  repréfentée  par  le 
produit  de  deux  fafteurs. 

694. 

Les  mêmes  circonftances  fe  retrouvent 
dans  toutes  les  équations  du  fécond  degré. 
Car , après  avoir  porté  tous  les  termes  d’un 

, même  côté  , on  ne  manque  jamais  de  par- 
venir à une  équation  de  la  forme  xx — a;ç 

O O ij 

I 

1 

\ 
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Jç-b=o , & cette  formule  peut  toujours  ' 
être  regardée  pareillement  comme  le  pro- 
duit de  deux  faéleurs  , que  nous  repréien- 
terons  par  {x — p)x — q , fans  nous  embar- 
raffer  quels  nombres  font  les  valeurs  de  p 
& de  q.  Or  ce  produit  devant  être  =o 
par  la  nature  de  notre  équation , il  eft  clair 
que  cela  peut  arriver  de  deux  maniérés: 
en  premier  lieu , lorfque  x=p  ,*  & en  fé- 
cond lieu,  lorfque  x—q^  & ce  font-là  les 
deux  valeurs  de  x qui  fatisfont  à l’équation, 

* I. 

695.  i 

Voyons  maintenant  de  quelle  nature 
doivent  être  ces  deux  faveurs  , pour  que 
la  multiplication  de  l’un  par  l’autre  repro- 
duife  exaftement  notre  formule  xx — ax 
-\-b.  Nous  trouvons , en  les  multipliant  réel-  • 

iement,  — {p-\-q)x-\-pq  i or  cette  ! 
quantité  doit  être  la  même  chofe  que  xx 
— ax-\-b  , il  faut  donc  évidemment  que 
pJç-q=uL,  & pq=h.  Ainfi  nous  apprenons 
cette  propriété  bien  remarquable , que  dans  î 


i 
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toute  équation  de  la  forme  xx — ax  +^=o, 
les  deux  valeurs  de  x font  telles  que  leur 
fomme  eft  égale  à a , & leur  produit  égal 
h.  b i d’où  il  fuit  que  , dès  qu’on  connoît 
l’une  des  valeurs,  on  trouve  au/îi  l’autre 
facilement. 

696* 

Nous  venons  de  confidérer  le  cas  où  les 
deux  valeurs  de  x font  pofitives  , & qui 
exige  que  le  fécond  terme  de  l’équation 
ait  le  ligne  — , & que  le  troifieme  terme 
ait  le  ligne  Conlidérons  donc  aulîi  les 
cas  dans  lefquels  foit  l’une  ou  toutes  les  deux 
valeurs  de  x deviennent  négatives.  Le  pre- 
mier de  ces  cas  a lieu , lorfque  les  deux 
fafteurs  de  l’équation  donnent  un  produit 
de  cette  forme  (x — p)(^x-]^q)  ÿ car  alors 
les  deux  valeurs  de  x font  x—p  & x~ — q; 
l’équation  elle-même  devient  xx-j-(^ — 

X — pqz=o  ; le  fécond  terme  a le  ligne 
quand  q eft  plus  grand  que  p,  & le  ligne 
— , quand  q eft  plus  petit  que  p ; enfin  Is 
troilieme  terme  eft  toujours  négatif. 

O O iij. 
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Le  fécond  cas , où  les  deux  valeurs  de 
X font  négatives , a lieu , lorfque  les  deux 
faveurs  font  ; car  on  a 

X— — P & X— — (J  i l’équation  elle-même 
devient  xx~\-(^p-\~q')x^pq=.o , où  le 
fécond  comme  le  troifieme  terme  font  af- 
feftés  du  ligne  -j-. 

697.  . 

Les  lignes  du  fécond  & du  troifieme 
terme  nous  font  connoître  par  conféquent 
la  qualité  des  racines  d’une  équation  quel- 
conque du  fécond  degré.  Soit  l’équation 
xx.„.  ax...,b—o:  li  le  fécond  & le  troi- 
fieme terme  ont  le  ligne  + , les  deux  valeurs 
de  X font  négatives  ; fi  le  fécond  terme  a 
le  ligne  — , & que  le  troifieme  terme  ait 
+,  les  deux  valeurs  font  pofitives  ; enfin  , 
fi  le  troifieme  terme  affeéle  de  même  le 
ligne  — , une  des  valeurs  en  quefiion  ell 
pofitive.  Mais  dans  tous  les  cas  au  refie  le 
fécond  terme  contient  la  fomme  des  deux 
valeurs,  & le  troifieme  terme  contient  leur 
produit. 
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698. 

On  trouvera  très-facile,  après  ce  qui  a 
été  dit , de  former  des  équations  du  fécond 
degré  qui  renferment  deux  valeurs  données 
à volonté.  On  demande , par  exemple , une 
équation  telle  que  l’une  des  valeurs  de  x 
foit  7 , & que  l’autre  foit  — - 3 . Qu’on  forme 
d’abord  les  équations  fimples  x=j  & a: 
= — 3 ; enfuite  de-là  celles-ci , a: — 7^=0 
& x-j-3=o,  on  aura  de  cette  maniéré 
les  faèfeurs  de  l’équation  cherchée , laquelle 
devient  par  conféquent  xx — 4X — 2i;=ro. 
Auffi  en  appliquant  ici  la  réglé  donnée  plus 
haut , trouve-t-on  les  deux  valeurs  de  x 
fuppofées  ; car  fi  xx=4x-\-ii , on  a a: 
=2  + V^ 25=2+5  , c’ell-à-dire  x=j  , ou 

XXX- — 3.^ 

699. 

Il  peut  arriver  aufli  que  les  valeurs  de 
X deviennent  égales:  qu’on  cherche,  par 
exemple , une  équation  où  ces  deux  valeurs 
foient  = 5 , les  deux  faèleurs  feront  {x — 5) 

O O lY 
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(jr — -5),  & l’équation  cherchée  fera  xx 
‘ — Dans  cette  équation  x 
paroît  n’avoir  qu’une  valeur  ; mais  c’eft  quç 

fe  trouve  doublement  = 5 , comme  la 
folution  ordinaire  le  fait  voir  pareillement  ; 
car  on  a xxz=iox — zj  ; donc  jc-rzrç+y/p 
= 5+0,  c’efl-à-dire  que  x efl;  de  deux 
façons  =5. 

700. 

Un  cas  remarquable  fur-tout , & qui  ar- 
rive quelquefois , c’eft  celui  où  les  deux 
valeurs  de  x deviennent  imaginaires  ou  im- 

O 

poflibles  j car  il  eft  tout-ù-f^iit  impoflible 
alors  d’affigner  pour  x une  valeur  tellç 
qu’elle  fatisfafle  à l’équation.  Qu’on  fe  pro- 
pofe , par  exemple  , de  partager  le  nom- 
bre 10  en  deux  parties^  telles  que  leur  pro- 
duit foit  30  J fi  on  nomme  x une  de  ces. 
parties , l’autre  fera  = i o — x , & leur  pro- 
duit fera  io;c — xxi=^Oi  donc  xx=nox 
' — 30,  & 5 , ce  qui  eft  un  nom- 

bre imaginaire  qui  apprend  que  la  queftioa 
çft  impofilble. 
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701, 

11  eft  donc  très-important  de  trouver  un 
ligne  auquel  on  puifle  reconnoître  fur  le 
champ  fi  une  équation  du  fécond  degré 
çft  poffible , ou  fi  elle  ne  l’efi:  pas. 

Reprenons  l’équation  générale  xx — ax 
nous  aurons  xx=ax — 6,  & x 
i=\a+\/~aa—b.  On  voit  par- là  que  fi  b 
eft  plus  grand  que  '-aa,  ou  4b  plus  grand 
que  aa , les  deux  valeurs  de  x deviennent 
toujours  imaginaires,  vu  qu’il  s’agiroit  d’ex- 
traire «la  racine  quarrée  d’une  quantité  né- 
gative } & au  contraire , que  fi  ^ eft  plus 
petit  que  ^aa,  ou  même  plus  petit  que  o , 
c’eft-à-dire  que  ce  foit  un  nombre  négatif, 
les  deux  valeurs  feront  poflibles  ou  réelles. 
Au  refte , qu’elles  foient  réelles  ou  qu’elles 
foient  imaginaires  , il  n’en  eft  pas  moins 
vrai  qu’on  pourra  toujours  les  exprimer  , 
& qu’elles  ont  aufiî  toujours  la  propriété 
que  leur  fomme  eft  =a,  & leur  produit 
Dans  l’équation  xx — 
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par  exemple , la  fomme  des  deux  valeurs 
de  X doit  être  =6,  & le  produit  de  ces 
deux  valeurs  doit  être  = io  ; or  on  trouve, 

quantités  dont  la  fomme  =6,  & le  pro- 
duit =10. 

702. 

Le  caraêlere  que  nous  venons  de  trouver 
peut  s’exprimer  d’une  maniéré  encore  plus 
générale , & de  façon  à pouvoir  même  être 
appliqué  aux  équations  de  cette  forme , 
fxx±gx-\-h=o  j car  cette  équatioa  donne 

xx=+e~^Sc  7.  ou 

x=tilŸJÊLiâlf  d’oü  l’on  inféré  que  les 
deux  valeurs  font  imaginaires , & par  con- 
féquent  l’équation  impoflible , quand  ^fh 
eft  plus  grand  que  gg,  c’eft-à-dire , lorfque 
dans  l’équation  fxx — gx-\-h:=:o , le  qua- 
druple du  produit  du  premier  & du  dernier 
terme  furpaffe  le  quarré  du  fécond  terme  j 
car  ce  produit  du  premier  & du  dernier 
terme , pris  quatre  fois , eft  4fJixx , & le. 
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quarré  du  terme  moyen  eft  ggxx  j or  fi 
Afh  XX  eft  plus  grand  que  ggxx , /^fh  eft 
auffi  plus  grand  que  gg  , & dans  ce  cas 
l’équation  eft  évidemment  impoflible.  Dans 
tous  les  autres  cas  l’équation  eft  poftible^  & 
on  peut  afligner  deux  valeurs  réelles  pour  x^ 
il  eft  vrai  que  fouvent  elles  deviennent  ir- 
rationnelles ; mais  nous  avons  vu  plus  haut 
que  dans  ces  cas  on  ne  laifle  pas  de  pouvoir 
les  connoître'  en  approchant  autant  qu’on 
veut  ; au  lieu  qu’aucune  approximation  ne 
fauroit  avoir  lieu  pour  les  expreffions  ima- 
ginaires , telles  que  \/ — 5 j car  1 00  eft 
aufti  éloigné  d’être  la  valeur  de  cette  ra- 
cine , que  l’eft  i ou  un  autre  nombre  quel- 
conque. 

703. 

Nous  avons  encore  à faire  remarquer 
qu’une  formule  quelconque  du  fécond  de- 
gré, xx+ax+b  ^ eft  toujours  néceflaire- 
ment  réfoluble  en  deux  faêleurs , tels  que 
ix+p){x+q).  Car  fi  l’on  prenoit  trois 
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fafteurs  pareils  à ceux-là  , on  parvîendroit 
à une  quantité  du  troifieme  degré , & en 
ne  prenant  qu’un  feul  fafteur  pareil , on 
ne  pafferoit  pas  le  premier  degré. 

C’eft  donc  un  point  qui  eft  au-defliis  de 
toute  conteftation  , que  toute  équation  du 
fécond  degré  renferme  néceffairementdeux 
valeurs  de  ^ & qu’il  ne  peut  y en  avoir 
inoins  ou  davantage. 

704. 

Nous  avons  déjà  vu  que  quand  on  a 
trouvé  les  deux  fafteurs , on  connoît  auffi 
les  deux  valeurs  de  a:  , vu  que  chaque  fac- 
teur donne  une  de  ces  valeurs , quand  on 
le  fuppofe  =0.  L’inverfe  a lieu  pareille- 
ment , c’eft-à-dire  que  dès  qu’on  a trouvé 
une  valeur  de  jc  , on  connoît  auffi  un  des 
faéleurs  de  l’équation  j car  fi  x=p  indique 
une  des  valeurs  de  x dans  une  équation 
quelconque  du  fécond  degré , — p eft  un 
des  faéieurs  de  cette  équation  ; c’eft-à-dire 
que  tous  les  termes  ayant  été  portés  du^ 
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même  côté  , l’équation  eft  divifible  par 
X — P , & qui  plus  eft , le  quotient  exprime 
l’autre  fafteur. 

705. 

Soit  donnée,  pour  éclaircir  mieux  c6 
que  nous  venons  de  dire  , l’équation  xx 
'-{-4X — 21=0,  de  laquelle  nous  favons 
que  eft  une  des  valeurs  de  x , parce 
que  3.3-1-4*3  — 21=0;  cela  nous  fait 
juger  que  x- — 3 eft  un  des  fafteurs  de  cette 
équation , ou  que  xx-\~4x — 21  eft  divifîble 
par  X — 3 , & en  eftet  la  divifion  fuivante 
le  fait  voir. 

X — 3)  xx-\~4x  —2 1 (x:-{-7 
XX — 3jf 

yx — 21 
yx — 21 

O. 

Ainfi  l’autre  fafteur  eft  x-\-j , & notre 
équation  fe  repréfente  par  le  produit  (a:— 3) 
(;r-)-7)=o  j d’où  s’enfuivent  immédiate- 
ment les  deux  valeurs  de  x , le  premier 
fafteur  donnant  a:  =3,  & l’autre  faéleur 
donnant  x=. — 7. 


Digitized  by  Google 


E L È M E N s 


590 


CHAPITRE  X. 

« 

Des  Equations  pures  du  troijieme  degre* 

706. 

On  dit  d’une  équation  du  troifieme  de- 
gré, qu’elle  eft  pure , lorfque  le  cube  de 
la  quantité  inconnue  eft  égal  à une  quan- 
tité connue  , fans  que  ni  le  quarré  de  l’in- 
connue ni  l’inconnue  même  fe  trouvent  dans 
l’équation. 

jc’  = i 25 , ou  plus  généralement  —a, 
x^=^,  font  des  équations  de  ce  genre, 

707. 

11  eft  clair  comment  on  doit  tirer  la  va- 
leur de  X d’une  telle  équation  , vu  qu’on 
n’a  befoin  que  d’extràire  des  deux  côtés  la 
racine  cubique.  L’équation  x^  =.11^  donne 

x=5  , l’équation  x^  = a donne  at=\/æ, 

& l’équation  :v*=fdonne  x=\^j,  oüx 


/ 
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Ï1  fuffit  donc  qu’on  ait  appris  à ex- 
traire la  racine  cubique  d’un  nombre  pro- 
pofé , pour  qu’on  foit  en  état  de  réfoudre 
de  femblabres  équations. 

708. 

On  n’obtient  de  cette  matière  qu’une 
feule  valeur  pour  x j cependant  toute  équa^. 
tion  du  fécond  degré  ayant  deux  valeurs  , 
on  eft  fondé  à foupçonner  qu’une  équation 
du  troifieme  degré  a pareillement  plus  d’une 
valeur  5 il  vaudra  donc  la  peine  d’appro- 
fondir la  chofe , & en  cas  qu’on  trouve 
qu’une  telle  équation  doit  avoir  plufieurs 
valeurs  pour  JC , de  déterminer  ces  valeurs. 

709. 

Confidérons , par  exemple  , l’équation 
ce’  8 , dans  la  vue  d’en  conclure  tous 
les  nombres  dont  le  cube  eft  8.  Comme 
x=i  eft  fans  contredit  un  tel  nombre , il 
faut,  d’après  le  Chapitre  précédent,  que 
la  formule  jc’  — • 8 = o , foit  néceflairement 
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divifible  par  x—i,  Faifons  donc  cette  di* 
vifion  : 

X — 2)  — 8 (jfjf-|-2Jf-|-4 

X^ 2JCX  . 

^xx — 8 
ixx — 4x 

4x — 8 

4x — 8 

r — 

O. 

li  s*enfuit  que  notre  équation  x^  — 8=0 
peut  fe  repréfenter  par  ces  fafteurs-ci: 

(jt: 2)  (jfAT“|-2^-|“4)“®* 

710. 

Or  ia  queftion  eft  de  fa  voir  quçl  hombrô 
on  doit  fubftituer  à la  place  de  x,  pour  que 
x’  = 8 , ou  que  x^  — 8 = o j & il  eft  clair 
qu  on  fatisfait  à cette  condition , en  fuppo- 
fant=o  le  pt^duit  que  nous  venons  de  trou- 
ver j mais  cela  arrive  non- feulement  quand 
le  premier  fafteur  — 2=0 , d’où  réfulte 
x=2 , mais  aulii  quand  le  fécond  fafteur 

XX 
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arj[:-|-i:r-|-4c=o.  Qu’on  faffe  donc  xx-\-2x 
+4=0  , on  aura  — ix-^4  , & de-là 

;r=: — i + y/— 3. 

7II. 

Outre  le  cas  donc  où  at=2,  qui  fatif- 
fait  à 1 équation  Ar’  = 8 , nous  avons  en- 
core pour  X deux  autres  valeurs  dont  les 
cubes  font  pareillement  8 , & qui  font: 

l,)x=~\+\/—^  » & 

On  n’en  doutera  plus , fi  on  prend  les 
cubes  efFeftivement  comme  nous  allons 
faire  : . 


'-I+  |/~3 

—1+ 

1—  v^3 

— y/— 3—3 
— 2 — 2j/ — 3 quarré 

2+2y'^3 
— 23/ — 3+6 


-I:-  V^-3 
-I-  ^-3 


1+  |/— 3 

+ V—y 


2+2j/— 3 
—I— 

2 2j/ 3 

3+^ 


.8 

Tome  /, 


cube. 


8. 


Pp 
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II  eft  vrai  que  ces  deux  valeurs  font  ima- 
ginaires ou  impoffibles  j mais  elles  méritent 
cependant  qu’on  y fafle  attention. 

712. 

t 

, Ce  que  nous  venons  de  voir  a lieu  en 
général  pour  toute  équation  cubique , telle 
que  a ; on  trouvera  toujours  outre  la 

valeur  x=\/ a,  encore  deux  autres  valeurs. 

Qu’on  fuppofe , pour  abréger , = c , de 

Ibrte  que  a=ic* , notre  équation  prendra 
cette  forme,  x^  — c*  <îui  fera  divifible 

par  X — Cf  comme  la  divifiôn  effeéHve  le 
fait  voir: 

X — (xx-\-cx-\-cC 

x^ — cxx 

X,  ' i c* 

• -cxx — ccx  ' 

ccx — c* 
ccx — c' 

b. 


Digiii/--.  ;,y  Google 


D*A  LGEB-R  e: 

.iPar -conféquent  l’équation  en.  queftion 

^peur  être  repréfentée  par  le  produit  (at— r) 

(:>rx-|>-or-|-cc)j=o  , qui.eft  en  effet  =o, 

non-feulement  lorfque  x~c=ro , ou  x=:c, 

■inais  aufli  quand  xxr-j-^cx-^cc^rro.  Or  cette 

formule  contient  deux  autres  valeurs  de  x,* 

;Car  elle,  donne  xxz=:z- — ex — ce . & y — 

‘ ^ » 


ou  x=^ 

• x-~  — I+W"-; 


2 


, c’eft-à-dii-e. 


• C*  ] 


O^r  comme  c avoir -^té  mis  à la  place 

«de  \/a  f nous  en  inférons  que  toute  équa- 
■^on  du  troifieme  degré  > de  la  forme  x» 
=a , fournit  trois  valeurs  pour  x exprimées 
e la  maniéré  fuivante  : -j  ; .t  (\ 

' f ' 

' ■ ' jiL)*=ji£âf  .vj  ■ 

i.-  3rvV  -J 

On  voit  par- là  que  chaque  racine. cubi- 
que a trois  différentes.Y.aleurs  j mais  quiune 
feule  efl  reelle  ou  po3(libie.^  les  deux,  autres 

•-t' 
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•étant  împoflibles.  Cela  eft  d’autant  -plus  à 
•remarquer , que  toute  racine  quarrée  a deux 
• valeurs , & que  nous  verrons  plus  bas  qu’une 
•racine  bi*  quarrée  a quatre  valeurs  diffé- 
'rentes  , qu’une  racine  cinquième  a cinq 
valeurs  , & ainfi  de  fuite. 

' Il  eft  vrai  que  dans  les  calculs  ordinaires 
n’emploie  que  la  première  de  ces  trois 
valeurs,  parce  que  les  deux  autres  font 
imaginaires  ; c’efl  ce  que  nous  confirme- 
rons par  quelques  exemples. 

-^  J^remiere  quejilon.  Trouver  un  nombre 
tel  que  fon  quarré  multiplié  par  fon  quart 

produire  ' 43  2»’"  ' ' 

Que  a;  foit  ce  nombre  -,  il  -faut  que  le 
produit  de^xx  multiplié,  par  i >:jfoit  égal  au 
nombre  432  , c’eft-à-dire  què|Ar’  = 432, 
& que  ::^i728.^Qu’on  extraie  la  racine 
•cubique,  on  ayra  Jc=:i2."  ■ '■  - 

'^■r  Jiéjjon/e.  Le  nombre  cherché  eft  1 2 j car 
4bn  jquarré  1 4 4 multiplie  par  fon  quart  ou 
par  3 ,ï.doJihe  432,  ^ 
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715. 

Seconde  quejîion.  Je  cherche  un  nombre 
tel  J qu’en  divifant  fa  quatrième  puiffance 
par  fa  moitié  , & en  ajoutant  1 4^  au  jpro* 
duit , il  me  vienne  100. 

Je  nommerai  ce  nombre  x j fa  quatrième 
puiffance  fera  x*  -,  divifant  par  la  moitié  '-x^ 
j’ai  2JC* , & il  faut  qu’en  ajoutant  14^,  la 
fomme  foit  100  } j’ai  donc 
= ioo}  fouftrayant  1 4j>  il  fefte  ix* 
divifant  pair  2,  j’ai  & prenant  la 

racine  cubique , j’obtiens  enfin 

"J  16.  - 

Troijieme  quejüon.  Quelques  Capitaines 
fe  trouvent  en  campagne  } chacun  com- 
mande à trois  fois  autant  de  Cavaliers  & 
à vingt  fois  autant  de  Fantaffins  qu’ils  font 
de  Capitaines.  Un  Cavalier  reçoit  chaque 
mois  pour  fa  paye  autant  de  florins  qu’il  y 
a de  Capitaines , & chaque  Fantaffm  reçoij 

Pp  iij 
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la  moitié  de  cette  paye  ; la  dépenfe  totale 
par  mois  eft  de  i 3000  florins}  on  demande 
combien  il  y a de  Capitaines  ? • 

Soit  X le  nombre  cherché  , chaque  Ca- 
pitaipe  aura  fous  lui  3JC  Cavaliers  & iox 
Fantafllns.  Ainfi  le  nombre  total  des  Ca- 
valiers eft  }xx ^ & celui  des  Fantaflins  eft 
loxx.  Or  chaque  Cavalier  recevant  par 
mois  x florins , & chaque  FantalTm  rece- 
vant '-X  flor.  la  paye  des  Cavaliers , à cha- 
que mois , fe  monte  à 3 & celle  des 

Fantafllns  eft  i ox’ } ils  reçoivent  donc  tous 
enfemble  1 3 x^  flor.  & cette  fomme  doit 
équivaloir  à 1 3000  florins } on  a donc  1 3 x’ 

• 3000 , ou  X*  =iooo,  & jf=io,  nom«^ 

J)re  cherché  des  Capitaines, 

7*7- 

Q^uatrieme  quejîion.  Quelques  Négocians 
entrent  en  fociété  \ & chacun  contribue 
cent  fois  autant  qu’il  y a d’AlTociés  ; ils  en- 
voient un  Fafteur  à Venife  pour  faire  valoir 
ce  capital  } ce  Faveur  gagne  pour  cen^ 
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fequins  deux  fois  autant  de  fequins  qu’il  y 
a d’Intérefîes , & il  revient  avec  2662  fe- 
quins de  profit  ; on  demande  le  nombre  • 
des  Afîbciés  ? 

Si  ce  nombre  eft  fuppofé  =x  y chacun 
des  Négocians  affociés  aura  fourni  100  a: 
fequins  , & le  capital  entier  aura,  été  de 
looATAf  fequins;  or  le  profit  étant  de  2 a: 
pour  100,  le  capital  aura  rapporté  2 ac’  ; 
ainfi  il  faut  faire  2 ac’  = i66i , ou  Af  ’ = 1 3 3 1 ; 
cela  donne  x=^i  i , & c’eft  le  nombre  des 
Aflbciés,.  ^ 

718; 

Cinquième  quejlion.  Une  Payfanne  échan- 
ge des  fromages  contre  des  poules,  à raifôn 
de  deux  fromages  pour  trois,  poules  ; ces 
poules  pondent  chacune  autant  d’œufs 
qu’il  y a de  poules  ; la-  Payfanne  vend  au 
marché  neuf , œufs  pour  autant  de  fous  que 
chaque  poule  a pondu  d’œufs,  & elle  tire 
72  fous  ; on  demande  combien  de  fromages 
elle  a échangé  ? 

Pp  iv 
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Soit  ce  nombre  des  fromages  , ce-  / 
lui  des  poules  que  la  Payfanne  aura  reçues  j 
en  échange  fera  =z‘^-x , & chaque  poule  | 
pondant  ^ x œufs , le  nombre  des  œufs  fera 
z=.'^xx.  Or  neuf  œufs  fe  vendent  pour  \ x: 
fous,  ainh  l’argent  que|j:jf  œufs  produi- 
fent,  eft^jc*,  & il  faut  que  ^ a:*  = 72. 

Par  conféquent  je’ = 24.72  = 8.5.8.9=8 
.8.27 , & je=i  2 ; c’eft-à-dire  que  la  Pay- 
fanne a échangé  douze  fromages  contre 
dix-huit  poules. 


CHAPITRE  XI. 

De  la  résolution  des  Equations  complettes 
du  troijieme  degré, 

719. 

IlJ ne  équation  du  troifieme  degré  efl:  dite 
complette , lorfqu’elle  renferme  , outre  le 
cube  de  l’inconnue , auffi  cette  quantité  in- 
connue elle -même , & le  quarré  de  cette 
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quantité  j de  forte  que  la  formule  générale 
pour  toutes  ces  équations , en  portant  tous 
les  termes  d’un  même  côté , eft 

ax^  +6  X*  +cx+d=o. 

C’eft  à faire  voir  comment  on  doit  tirer 
de  telles  équations  les  valeurs  de  x , qu’on 
nomme  auffi  les  racines  de  l’équation , que  ' 
nous  delHnons  ce  Chapitre.  Nous  fuppo- 
ferons  qu’on  n’a  aucun  doute  qu’une  telle 
équation  n’ait  trois  racines , après  que  nous 
avons  fait  voir  dans  le  Chapitre  précédent 
que  cela  eft  vrai  à l’égard  des  équations 
pures  du  même  degré. 

7^0. 

Nous  confidérerons  d’abord  l’équation 
— 6xx-\~i  I X — ô=o;  & de  même 
qu’une  équation  du  fécond  degré  peut  être 
regardée  comme  étant  le  produit  de  deux 
fafteurs , on  peut  repréfenter  une  équation 
du  troifieme  degré  par  le  produit  de  trois 
faéfeurs  qui  font  dans  notre  cas , (x — i) 

— ^)(-^  — })=0j  puifqu’en  les  multi- 
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pliant  efFeftiyement  on  parvient  à l’équâ- 
tion  donnée  J car  {x — 1).(^ — 2)  donne 
XX — 3;ic-j-2,  & multipliant  ceci  par  jc — j 
on  trouve  x^ — 6xx-\-iix — -6,  ce  qui  eft 
en  effet  la  formule  prefcrite  , & qui  doit 
être  =0.  Or  cela  a lieu  par  conféquent, 
quand  le  produit  {x — \){x — i){x — 3)  fe 
réduit  à rien  ; & comme  il  fuffit  pour  cet 
effet  qu’un  feul  de  ces  faéleurs  foit  =0 , 
trois  différons  cas  peuvent  donner  ce  ré- 
fultat,  fa  voir  x — 1=0,  ou  x=\  j en,  fé- 
cond lieu,  X — 2=0,  ou  x=.i ; & en  troi- 
(ieme  lieu , x — 3=0 , ou  ^^=3. 

On  voit  fur  le  champ  auffi  , que  fi  on 
fubftituoit  à la  place  de  x un  nombre  quel- 
conque, autre  qu’un  des  trois  ci-deffus,  au- 
cun des  trois  faéieurs  ne  deviendroit  =0, 
& par  conféquent  que  le  produit  ne  de- 
viendroit pas  O non  plus  ; ce  qui  prouve 
que  notre  équation  ne  peut  avoir  d’autr^ 
racine  que  ces  trois  racines  • là. 
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721. 

Si  l’on  pouvoit  dans  tout  autre  cas  af- 
(igner  de  même  les  trois  faêleurs  d’une  telle 
équation  , on  auroit  immédiatement  fes 
trois  racines.  Conlidérons  donc  d’une  ma- 
niéré plus  générale  ces  trois  fafteurs  , x 
' — P , X — q , X — r i fi  nous  cherchons  leur 
produit , le  premier  multiplié  par  le  fécond 
donne  JC — {p-^q)x-\-pq , & ce  produit 
multiplié  par  x — r fait  jc’ — 

+/’'■+  r ) x—pqr. 

' Or  fi  cette  formule  doit  devenir  =0, 
cela  peut  arriver  dans  trois  cas  : le  premier 
eft  celui  où  x — p=o , ou  x=p  ; le  fécond 
a lieu  quand  x — ^=0  , ou  x=q  ,•  le  troi- 
fieme  cas  eft  celui  de  .v  — ou  de 

x—r^ 

722. 

Repréfentons  maintenant  la  formule  trou- 
vée par  l’équation  x^  —axx -^bx—c=.o\  il 
gft  clair  que  pour  que  fes  trois  racines  foient 


\ 
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III.)jc=r , il  faut  i®. 
que  a=^-j-y-|-r,  2®,  que  b—pq-\-pr~\-qry 
& 3®.  que  c=pqr.  Ainfi  nous  apprenons 
par-là  que  le  fécond  terme  contient  la  fem- 
me des  trois  racines , que  le  troilîeme  terme 
contient  la  fomme  des  produits  des  racines 
prifes  deux  à deux , enfin  que  le  quatrième 
terme  eft  formé  du  produit  de  toutes  les 
trois  racines  multipliées  les  unes  par  les 
autres. 

Cette  demiere  propriété  nous  prélente 
aufii-tôt  une  vérité  importante  , qui  eft 
qu’une  équation  du  troifieme  degré  ne  peut 
certainement  avoir  d’autres  racines  ratioi> 
nelles  que  des  divifeurs  du  dernier  terme  ; 
car  puifque  ce  terme  eft  le  produit  des  trois 
racines , il  faut  qu’il  foit  diviilble  par  char 
cune  d’elles.  On  voit  donc  fur  le  champ, 
lorfqu’on  veut  chercher  une  racine  par  le 
tâtonnement , de  quels  nombres  on  doit 
faire  l’eflai  (*). 

(*)  On  verra  dans  la  fuite,  que  cette  propriété  eflr gé- 
nérale pour  les  équations  d’un  degré  quelconque.  A» 
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Si  nous  confidérons  , pour  nous  expli- 
quer mieux  , l’équation  =x  + 6,  ou  Jf’ 
— X — 6 = 0 y comme  cette  équation  ne 
peut  avoir  d’autres  racines  rationnelles  que 
des  nombres  qui  font  faéleurs  du  dernier 
terme  6 , nous  n’avons  befoin  d’eflayer  que 
les‘nombres  i , 3 , 6,  & voici  le  détail 

de  ces  eflais  : ^ 

I.)  Si  x=i , on  a i — i — 6= — 6^ 

. IL)  Si  x=i , on  a 8 — 1 — -6=0. 

III. )  Si  on  a 27 — 3 — d=i8.  . 

IV. )  Si  x=6  f on  a 216 — 6 — 6—204,' 
Nous  voyons. par-là  que  x=z  eft  une 

des  racines  de  l’équation  propofée , & fa? 
chant  cela  il  nous  eft  facile  de  trouver  les 
deux  autres  ; car  x=  2 étant  une  des  ra- 
cines, X — 2 eft  un  faéleur  de  l’équation, 
& on  n’a  donc  qu’à  chercher  l’autre  faéleur 
par  la  voie  de  la  Divifion , ainfi  que  nous 
allons  le  faire: 

refte  comme  ce  tâtonnemém  exige  cp’on  conQoiiTe  teus 
les  divifeurt  du  dernier  terme  de  l’équation  on  peut 
Woir  recours  pour  cela  aux  tables  indiquées  à l’art.  66.  ‘ 
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X — i)x^ — X — ôipcx-^ix-^y 
x^ IXX 

%xx — X — 6 \ 

2XX 4X 

‘^x — 6 - 

'^X‘—6 

O. 

i 

Puis  donc  que  notre  formule  fe  repré- 
fente par  le  produit  (x — >2)  {xx-\-ix-\-‘^) , 
elle  deviendra  =0 , non-feulement  quand 
X — 2=0,  mais  aufli  quand  xx-]^.2.x 
+ 3=0.  Or  ce  dernier  fafteur  donne>jf 
r= — zx — 3 , & par  conféquent  xz=. — 1 

2.  Ce  font  donc  ici  les  deux  autres 

racines  de  notre  équation  , lefquelles  font , 
comme  on  le  voit,  impoffibles  ou  ima- 


ginaires. 


La  méthode  que  nous  venons  d’indiquer, 
n’eft  applicable  immédiatement  que  lorfque 
le  premier  terme  x'  eft  multiplie  par  i ^ 
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Bc  que  les  autres  termes  de  l’équation  ont 
pour  coefficiens  des  nombres  entiers.  Quand 
cette  condition  n’a  pas  lieu , il  faut  com- 
mencer par  une  préparation  qui  confifte 
à transformer  l’équation  en  une  autre  qui 
ait  la  condition  requife , après  quoi  on  fait 
Teffai  que  nous  avons  dit. 

Soit  donnée , par  exemple  , l’équation 

comme  elle  ren- 
ferme des  quarts,  qu’on  faffe  x—^~^  on 
auraÇ  — — 4—°»  ^ multi- 

pliant par  8 , on  obtiendra  l’équation 
■ — — 6=0,  dont  les  racine^ 
font,  comme  nous  l’avons  vu  plus  haut, 
y=i  , y=2  , jy— 3 f d’où  il  s’enfuit  que 
dans  l’équation  propofée  on  a 
II.);ç=I  , IlI.)Ar=|-. 

724. 

Qu’on  ait  une  équation,  dont  le  pre- 
mier terme  ait  pour  coefEcient  un  nombre 
entier  autre  que  i , & dont  le  dernier  terme 


<So8  E L i M E N 5 

foit  i;  par  exemple,  6x’  — iixx-\-6x 

I = o j fi  on  divife  par  6 , on  aura  x^ 

^lLxx+x—l=Oi  on  pourroit  purger 
cette  étjuation  des  fraftions , par  la  réglé 
que  nous  venons  de  donner  , en  llippofant 
caronauroit^^— — 

& en  multipliant  par  ii6  , il  viendroit  j/’ 
— 36=0.  Mais  comme  il 

■feroit  trop  long  de  faire  l’efîai  avec  tous  les 
divifeurs  du  nombre  36,  remarquons  que 
puifque  le  dernier  terme  de  l équation  pri- 
mitive eft  I , il  vaut  mieux  fuppofer  dans 
cette  équation  1 équa- 

tion 4 _ !i  + ^ — I = o , qui  multipUée 
î l 

par  :^Monne6— ii{+6{* — ^ 
tfanfpofant  tous  les  termes , ^ 1 1 { 

6—0.  Les  racines  font  ici  (i58){=i, 

:jz=2,  {=3  j fi 
équation  :r=i , • 


715. 
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725. 

On  aura  obfervé  dans  les  articles  précé*» 
dens , que  pour  que  les  racines  foient  toutes 
des  nombres  pofitifs , il  faut  que  les  lignes 
plus  & moins  fe  fuivent  alternativement  j 
moyennant  quoi  l’équation  prend  cette 
forme  , x* — axx-\^bx — ^c~o,  dans  la- 
quelle les  lignes  changent  autant  de  fois 
qu’il  y a de  racines  politives.  Si  toutes  les 
trois  racines  euflent  été  négatives,  & qu’on 
eût  multiplié  entf’eux  les  trois  fafteurs 

x-\-r,  tous  les  termes  auroient  eu 
le  ligne  plus , & la  forme  de  l’équation 
auroit  été  x^  -^axx-\-bx-\-czxio^  où  on 
voit  les  mêmes  lignes  fe  fuivre  trois  fois , 
c’ell-à-dire , le  nombre  des  racines  néga- 
tives. 

On  a donc  conclu  qu’autant  de  fois  que 
les  lignes  changent  , autant  l’équation  a 
de  racines  politives , & qu’autant  de  fois 
que  les  mêmes  lignes  fe  fuccedent , autant 
l’équation  a de  racines  négatives  j & cette 
Tome  /.  Q q 
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remarque  eft  très- importante , parce  qu’on 
fait  par-là  fi  c’eft  en  plus  ou  en  moins  qu’on 
doit  prendre  les  divifeurs  du  dernier  terme, 
quand  on  veut  faire  l’efTai  dont  nous  avons 
parlé. 

726. 

Confidérons  , afin  d’éclaircir  par  un 
exemple  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
l’équation  x'-^-xx — ^j^x-\-^6=o , dans 
laquelle  les  lignes  changent  deux  fois,  & 
où  ce  n’eft  qu’une  fois  que  le  même  ligne 
revient.  Nous  concluons  que  l’équation  a 
deux  racines  politives  & une  racine  néga- 
tive , & comme  ces  racines  doivent  être 
. des  divifeurs  du  dernier  terme  56 , il  faut 
qu’elles  foient  comprifes  dans  les  nombres 
+ i , 2, 4,  7,  8,  14,  28,  56. 

Si  nous  faifons  maintenant  x=2 , nous 
avons  8-j-4 — 68^56—0  ; d’où  nous  con- 
cluons que  xz=i  eft  une  racine  politive, 
& qu’ainfi  x — 2 eft  un  divifeur  de  notre 
équation,  au  moyen  de  quoi  nous  trouvons 
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facilement  les  deux  autres  racines  ; car  di- 
vifant  effeél:ivement  par  x — i , on  a 
X — XX — '^4x-\~^6(xx-^^x — 28 

X* 2XX 

3 XX — 34Jf-|-56 

^xx — 6x 

— iSx-j-^S 
— iSjc-j-jd 

O. 

Et  d on  fait  ce  quotient  xx-^-^x — 28 
=0,  on  trouve  les  deux  autres  racines, 
qui  feront  x=z — ^ + \/^  + 28= — - + — . 
c’eft-à-dire  x==4  & x= — 7;  & tenant 
compte  de  la  racine  trouvée  ci-deflus, 
x=i , on  voit  clairement  qu’en  effet  l’équa- 
tion a deux  racines  pofitives  & une  néga- 
tive. Nous  donnerons  encore  quelques  au- 
tres exemples  pour  rendre  la  chofe  encore 
plus  évidente. 

727. 

Première  quejlion.  On  a deux  nombres, 
leur  différence  eft  1 2 , leur  produit  mul- 

Qq  y 
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tiplié  par  leur  fomme  fait  145^0.  Quels 
font  ces  nombres? 

Soit  X le  plus  petit  des  deux  nombres, 
le  plus  grand  fera  ^ leur  produit, 

=xx-\-iix  , multiplié  par  la  fomme  2x 
+ 12 , donne  ix’  + '^6xx  + \j^4X—ij^^6o^ 
& divifant  par  2 , on  a x'  -\^i^xx-\-jix 
=7280. 

Or  le  dernier  terme  7180  eft  trop  grand 
pour  qu’on  puilTe  entreprendre  l’effai  de 
tous  fes  divifeurs , & nous  remarquons  qu’il 
eft  divifible  par  8 ; c’eft  pourquoi  on  fera 
x=^iy  y parce  qu’après  la  fubftitution  la 
nouvelle  équation  , 2yy-\~i  44^7 

=7280 , étant  divifée  par  8 , fe  réduira 
à celle-ci , y*  -f-  <)yy  -f*  1 8y = 9 1 o , pour 
laquelle  on  n’a  befoin  d’effayer  que  les  di- 
vifeurs 1,2,5,7,10,13,  &c.  du  nom- 
bre 9 1 0.  Or  il  eft  évident  que  les  premiers, 
1,2,  5 , font  trop  petits } en  commençant 
donc  par  la  fuppofition  dey^=7 , on  trouve 
aufli  tôt  que  c’eft  là  une  des  racines  j car 
la  fubftitution  donne  343+441-^-126=910. 
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Il  fuit  que  of=i  4 , & on  trouvera  les  deux 
autres  racines  en  divifant 
— 910  par  J' — 7 , ce  que  nous  allons  faire  : 

y—l)y'  + 9JV7+  * ^y-9  * o(jy+i6y+ 1 30 
y'-  7yy 

167J+1 87—910 
1677-1127 

130^—910 
»30^— 9^Q 

o. 

Supppfant  maintenant  ce  quotient  77 
• '*^167-1-130=0,  on  aura  77= — 167 
— I30,&de-là7= — 8+v^— 66:  preuve 
que  les  deux  autres  racines  font  impoffibles. 

Réponfe.  Les  deux  nombres  cherchés  font 
14  & 26  i leur  produit  364,  multiplié  par 
leur  fomme  40,  donne  14560. 

728. 

Seconde  quejlion.  Trouver  deux  nom- 
bres , dont  la  différence  foit  1 8 , & qui 
foient  tels  ^ que  fi  on  multiplie  enfemble  leur 

Qq  iij 
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fomme  & la  diâférence  de  leurs  cubes , on 
obiienne  le  nombre  275184. 

Soit  X le  moins  grand  des  deux  nombres , 

8 fera  le  plus  grand  j le  cube  du  pre- 
mier fera=;=A:^ , & le  cube  du  fécond 

4Xx-\-^'jix~\-<^'è'^x  J la  différence  des 
cubes  ='^4XX'-\-^jix-\-'^S‘^i  = <^4(xx 
4“  I 8a: 108)  , multipliée  par  la  fomme 
2x-[-i8  ou  2(x-|-9),  donne  le  produit 
108  (x*  -|-27A-A:-[-270A:-j-972)=275 184. 
Divifant  par  1 08 , on  a a;*  -|-  ijxx‘-\-  ijox 
-^972^=2548,  ou  Af*-|-27A:A:-J-270Ar 
=i  576.  Les  divifeurs  de  1 576  font  1,2^  • 
4,8,  &c.  les  premiers  i , 2 font  trop  petits; 
mais  fi  on  effaie  a:=4  , on  trouve  que  ce 
nombre  fatisfait  à 1 équation. 

. Il  reffe  donc  à ladivifer  par  x — 4 , afin 
de  trouver  les  deux  autres  racines.  Cette  di- 
vifion  donne  le  quotient  Jf-*-|-3iJf-}-394; 
en  faifant  donc  xx= — 31A: — 394,  on 
trouvera  x= — c’eff-à- 
dire  deux  racines  imaginaires. 

Réponfe,  Les  nombres  cherchés  font  4 
& 22. 
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729.  • 

Troifîeme  quejlion.  Je  cherche  deux  nom- 
bres dont  la  différence  & tels  que 

fl  je  multiplie  le  plus  petit  par  la  racine 
quarrée  du  plus  grand , il  me  vienne  207  3 6. 

Si  le  plus  petit  eft  jc  , le  plus  grand  fera 
& il  faut  que  x\/ jf+720=20736 
^=8.8.4.81.  Quarrant  les  deux  membres, 
j’ai  xx(^x-^’jio')'=-x^  -\~'j i.oxxz:=.^'\  8^. 
4^  8I^  Je  fais  x=%y  ; cette  fuppofition 
me  donne  8’^’  +720.8'^'“  —8^.  8^  4^  81*  j 
& divifant  par  8%  j’ai  -[-90x7=8. 4V 

81*.  Je  fuppofe  de  plus  7^= 2:^,  & j ai 
8^’  _j-4.90{{=8.4*  81S  ou  , en  divifant 
par  8,  +45 {{=4- 81*. 

Je  fais  encore  {=9*^  » pour  avoir  9’  u* 
.-[-45 .9*  ttK=4^  9%  parce  qu’en  divifant 
à préfent  par  9’ , l’équation  fe  réduit  à n’ 
-j-5z/u=4=l  9,  ou  uu{u-\-<i)=i 6.9=1 44. 
Je  n’ai  pas  de  peine  à voir  ici  que  u==4; 
car  dans  ce  cas  uu=\6  & «-[-5=9.  Puis 

donc  que  w=4>  î=3^>  y — l'^  ^ 

Qq  iv 
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;c=  57($ , c’eft  le  plus  petit  des  deux  nom- 
bres cherchés  j ainfi  le  plus  grand  eft  i 
& en  effet  la  racine  quarrée  de  celui-ci,  ! 
ou  36 , multipliée  par  l’autre  nombre  576, 
donne  20736. 

73°-  , 

Remarque,  Cette  queftion  admettoit  une  1 

folution  plus  fîmple  j car  puifque  la  racine  * 
quarrée  du  plus  grand  nombre , multipliée  ’ 

par  le  plus  petit  nombre  , doit  donner  un  | 
produit  égal  à un  nombre  donné , il  faut 
que  le  plus  grand  des  deux  nombres  foit 
un  quarré.  Si  donc , par  cette  confidération , . 
nous  le  fuppofons  :=.xx,  l’autre  nombre 
fera  xx — 720.  Celui-ci  étant  multiplié  par 
la  racine  quarrée  du  plus  grand,  ou  par  x y 
nous  avons  — ^720:^=20736=64.27 

.12.  Faifons  x:=zA,yy  nous  aurons  64^* 

1 — 72o.4y=64.27.i2 , ou  bien  y* — 45j- 
=27.12.  Suppofant  de  plusjy=3;[, 
trouvons  27{*— i35{=27.i  2 , ou  en  di- 
■vifant  par  27,  — 5{=:i2,  ou  — 5{ 
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—12=0.  Les  divifeurs  de  ii  font  1,2, 
3,4,6,  1 2 ; les  deux  premiers  font  trop 
petits  ; mais  la  fuppofition  de  {=3  donne 
précifément  27 — 15 — 12=0.  Par  confé- 
quent  ;p=3  , v=9  & ^=36  j d’où  nous 
concluons  que  le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres cherchés,  ou  x'x , =1296,  & que 
le  plus  petit , on  XX — 720, =576,  com- 
me ci-deiTus. 

731- 

Quatrième  quejüon.  On  a deux  nombres , 
dont  la  différence  eft  12;  le  produit  de 
cette  différence  par  la  fomme  des  cubes , 
eft  1 02 1 44  : quels  font  ces  deux  nombres? 

Nommant  x le  plus  petit  de  ces  deux 
nombres ,'  le  plus  grand  eft  jr-|-i  2 , le  cube 
du  premier  eft  x* , & le  cube  du  fécond 
eft  x^ -\-y6xx-\-4‘^ix-^i’ji%  •,  le  produit 
de  la  fomme  de  ces  cubes  par  la  différence 
12  , eft 

1 2(2jf  ’ -f- 3 6jfAr+43  2AT+ 1728)=!  02 1 44  ; 
divifant  fuccefîivementpar  12  & par  2 , on  a 


6i8 


W 
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-\-i8xx-\-ii6x-\-’  864=4256,  ou 
x’ -|- 1 8xa:-{- 2 1 6j^=  3 3 9 2 = 8.8. 5 3 . 

Qu’on  fuppofe  x—iy , qu’on  fubftitue 
& qu’on  divife  par  8 , on  aura 

.y’ + W+ 547  = 8.5  3=4M- 

Les  divifeurs  du  dernier  membre  font 
I,  2,4,8,  53,  &c.  I & 2 font  trop 
petits  J mais  fi  l’on  faity=4,  on  trouve 
64-\-i44~\-ii6=4i4.  De  forte  quej>'=4 
& :xr:=8  ; d’où  l’on  conclut  que  les  deux 
nombres  cherchés  font  8 & 20. 

732. 

Cinquième  queftïon.  Quelques  perfonnes 
forment  une  fociété  & établiffent  un  fonds , 
auquel  chacune  contribue  dix  fois  autant 
d’écus  quelles  font  de  perfonnes  ; elles 
gagnent  fur  chaque  centième  d’écus  6 écus 
au-delà  du  nombre  d’écus  égal  à leur  nom- 
bre ; le  profit  total  eft  de  392  écus  ; on 
demande  combien  ils  font  d’Affocics  ? 

Soit  X le  nombre  cherché  j chaque  Af- 
focié  aura  fourni  lox  écus,  & tous  eii- 
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femble  loxx  écus;  & puifqu’ils  gagnent 
x-\-6  pour  cent , ils  auront  gagné  avec  le 

capital  entier , » ce  qu’il  faut  égaler 

à 392. 

On  a donc  x^  ~^6xxx='^^io , & en 
falfant  x=ij  divifant  par  8 , 3,Xy 
= 490.  Les  divifeurs  du  fécond  membre 
font  I , 2,  5 , 7,  10,  &c.  les  trois  pre- 
miers font  trop  petits  j m.ais  en  fuppofant 
y— J,. on  a 343-1-147  = 4905  de  forte 
que  y=7  , & :v=i4.  ' 

Réponfe.  Il  y avoit  quatorze  Aflbciés, 
& chacun  d’eux  a mis  140  écus  dans  la 
maffe  commune. 

733- 

Sixième,  quejlion.  Quelques  Négocians 
ont  en  commun  un  capital  de  8240  écus; 
chacun  y ajoute  quarante  fois  autant  d’écus 
qu’ils  font  d’Aflbciés  j ils  gagnent  avec  la 
fomme  totale  autant  de  fois  |X)ur  cent  qu’ils 
font  d’Affociés  ; en  partageant  le  profit,  il  fe 
trouve  qu’après  que  chacun  a pris  dix  fois 
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autant  d ecus  qu’ils  font  d’Affociés , il  refte 
224  écus.  On  demande  quel  étoit  donc 
le  nombre  de  ces  Aflfociés  ? 

Si  ce  nombre  eft  x , chacun  aura  ajouté 
40Jif  écus  au  capital  8240  écus  ; par  con- 
féquent  tous  enfemble  auront  ajouté  j^oxx , 
ce  qui  a rendu  le  capital  =4O0fji:+824o; 
ils  gagnent  avec  cette  fomme  x écus  pour 

cent  i ainfi  le  gain  total  eft  — |- 

Ceft  de 

10  I 10  5 I 5 

cette  fomme  que  chacun  prélevé  iojc  , & 
par  conféquent  tous  enfemble  loxx,  en 
laiffant  un  refte  de  224  écus  j il  faut  donc 
que  le  profit  ait  été  iojrAr-|-2  24  , & qu’on 
ait  l’équation  -J-  ly* = i oxx  -f-  2 2 4. 

Multipliant  par  5 & divifant  par  2 , on 
a x^  -\“1o6x=:i^xx-\-^6q y ou  jc’  — i^xx 
-|-2odAr — 560=0:  la  première  forme 
fera  cependant  plus  commode  pour  eflayer. 
Les  divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2, 
4,  5,7,  8,  10,  14,  16  &c.  & il  faut 
les  prendre  pofitifs , parce  que  dans  la  fe- 
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conde  forme  de  l’équation  les  lignes  varient 
trois  fois , ce  qui  donne  à connoître  avec 
certitude  que  toutes  les  trois  racines  font 
pofitives. 

Or  fi  l’on  effaye  d’abord  x=i  & x=i , 
il  eft  évident  que  le  premier  membre  de- 
viendroit  plus  petit  que  le  fécond.  Nous 
ferons  donc  l’efîai  des  autres  divifeurs. 

Quand  x—4,  on  a 64-f-8i4=400 
■4-  5 60 , ce  qui  ne  fatisfait  point. 

Quand  x=^  , on  a 125-1-1030=625 
^560,  ce  qui  ne  fatisfait  pas  non  plus. 

Quand  x-=zj , on  a 343-1-1442=1225 
-I-560,  ce  qui  fatisfait  à l’équation  ; de 
forte  que  x=.j  en  eft  une  racine.  Cher- 
chons donc  à préfent  les  deux  autres , en 
divifant  par  x — 7 la  fécondé  forme  de 
notre  équation. 

x—i)  x^  — 2^xx-{-2o6x—^  60  {xx~~\ 8;c+8o 

JC*  — 'JXX 

I .1—  4 

— I ÜXX-\-2o6x 

I —iSxx+i26x 

Sox—j6o 
80JC— 560 

O. 

f . • ■ 

I 
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Egalant  le  quotient  à zéro , nous  avons 
XX — i8x-|-8o=o  ou  xx~iSx — 8o  , ce 
qui  donne  x=:9+i , de  forte  que  les  deux 
autres  racines  font  at=8  & a:=io. 


, Réponfe,  Trois  réponfes  ont  lieu  pour  la 
queftion  propofée  : fuivant  la  première-  le 
nombre  des  Négocians  eft  7 ^ fuivant  la 
fécondé  il  eft  8 , & fuivant  la  troifieme  il 
eft  I o j le  tableau  fuivant  préfente  la  preuve 
de  toutes  : 

I.  II.  III. 


Nombre  des  Négocians 

m 

Chacun  fournit  40* 

280 

Tous  enlèmble  ajoutent  40^* 

i960 

L’ancien  capital  étoit 

8240 

Le  capital  entier  eft  ^oxx 

+ 8240  - - 

10200 

Ils  gagnent  avec  ce  capital 
autant  pour  cent  qu’ils 

font  d’Aftbciés  — 

714 

Chacun  en  ôte  10* 

70 

Ainfi  tous  enfemble  pren- 

nent  10  xx 

490 

Donc  il  refte  - - — 

224 

12240 

1224 

100 

1000 


10800 
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CHAPITRE  XII. 

De  la  Réglé  de  Cardan  ou  de  SciPiON 
Ferre  O, 

734- 

I_jORSQu’oN  a chafle  les  fraélions  d’une 
équation  du  troifieme  degré  , fuivanc  la 
maniéré  enfeignée,  & qu’aucun  des  divi- 
feurs  du  dernier  terme  ne  fe  trouve  être 
une  racine  de  l’équation , c’eft  une  marque 
certaine,  non  feulement  que  l’équation  n’a 
pas  de  racine  en  nombres  entiers,  mais 
qu’une  racine  fraéfionnaire  même  ne  peut 
avoir  lieu  j c’eft  ce  que  nous  allons  prouver. 

Soit  l’équation  — axx-\-bx — c— o, 
où  a , ^ , c lignifient  des  nombres  entiers  j 
fi  on  vouloit  fuppofer , par  exemple , 
on  auroit ^ ^ > or  le  premier 

terme  a feul  ici  8 pour  dénominateur  ; tous 
les  autres  font , ou  des  nombres  entiers , 
ou  divifés  feulement  par  4 ou  par  2 , & 


6i4  E l é m é n s 

ne  peuvent  par  conféquent  faire  o avec  lê 
premier  terme  : la  même  chofe  a lieu  pour 
toute  autre  fraêtion, 

73  5- 

Comme  donc  dans  ces  cas  les  racines 
de  l’équation  ne  font  ni  des  nombres  en- 
tiers , ni  des  fraftipns , elles  font  irration- 
nelles, ou  même,  ce  qui  arrive  fouvent, 
imaginaires.  Or  la  maniéré  de  les  expri- 
mer alors  & de  déterminer  les  lignes  ra-  . 
dicaux  qui  les  alFeftent , fait  un  point  trè»* 
important,  & qui  mérite  d’être  expliqué 
ici  avec  foin.  On  attribue  cette  méthode, 
qu’on  nomme  la  réglé  de  Cardan , à Cardan , 
ou  plutôt  à Scipion  Ferreo , qui  ont  vécu 
il  y a quelques  liecles  (*). 

736. 

Il  faut,  pour  entrer  dans  l’elprit  de  cette 
réglé , conlidérer  d’abord  avec  attention  ta 

(*)  L’hiftoire  de  cette  réglé , découverte  dans  le  même  1 
temps  par  Tartaléa , fe  lit  avec  autant  d'intérêt-  que  de  I 
^Tuit  dans  Yffijbire  dts  Mathématiques , par  M,  deMontucla  ^ 

nature  > 


Digitized  by  Coogli 


D*  A L G E B R E:  6i^ 

nature  d’un  cube  , dont  la  racine  eft  un 
binôme. 

. Soit  a-\-b  cette  racine,  le  cube  en  eft 

, & nous  voyons 
qu’il  eft  compofé  des  cubes  des  deux  ter- 
mes du  binôme , & outre  cela  de  deux 
termes  moyens  , ^aab~\-iabb  , qui  ont  le 
faéleur  commun  yab,  lequel  multiplie  l’au- 
tre fafteur  a-|-^  ; c’eft-à-dire  que  ces  deux 
termes  contiennent  le  triple  produit  des 
deux  termes  du  binôme , multiplié  par  la 
fomme  de  ces  termes. 

737- 

Qu’on  fuppofe  maintenant  x=a-\-b , 
& qu’on  prenne  de  part  & d’autre  le  cube , 
bn  a Jc’  =a’  -j-^’  -j-  {a-\-b).  Or  puis- 

que a-\-b=.x , on  aura  l’équation  du  troi- 
fieme  degré,  x^  -\-b^  -^-^abx  ou  x^ 
z='^abx-\-a^  -\-b^ , dont  nous  favons  qu’une 
des  racines  eft  xz=.a-\-b.  Toutes  les  fois 
donc  qu’il  fe  préfente  une  telle  équation, 
jious  pouvons  en  afligner  une  racine. 

Tome  /,  Rr 


/ 
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I Soit,  par  exemple,  a=z  & ^=3  > Ofl 
aura  l’équation  a:’ =i8x-|-35  , que  noua 
Savons  avec  certitude  avoir  x=^  pour  ra- 
cine, 

738. 

Que  de  plus  on  fuppofe  à préfent  a’  =p 
& ==:q^  on  aura  a=.\^ p & b:=y/ 

par  conféquent  ab=:^ pq  i lors  donc  que 
l’on  rencontre  une  équation  du  troifieme 

degré  de  la  ïoime  pq-\-p-\-q  f 

on  fait  qu’une  des  racines  eft  \/ p-\-\/ <]• 

f. 

Or  on  peut  toujours  déterminer /?  & q , 

de  maniéré  que  tant  3 \/ pq  que  p-\-q  foient 
des  quantités  égalés^  à un  nombre  donne  ^ 
ainfi  on  eft  toujours  en  état  de  réfoudre 
une  équation  du  troifieme  degré , de  l’ei^ 
pece  dont  nous  parlons. 

739- 

^ Soit  propofée  en ‘général  l’équation  x^ 
il  s’agira  ici  de  comparer/ avec 
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Scg  avec  p-\~q  ,■  c’eft-à-dire  qu’il 
faudra  déterminer  p Se  q de  maniéré  que 

q,\ pq  devienne  égal  à /,  & que  p-\-q 
devienne  égal  à car  nous  favons  alors 
qu’une  des  racines  de  notre  équation  fera 

,r=  y//?-]- 

740. 

Nous  avons  donc  à réfbudre  ces  deux 
équations,  I.)3v//j^=/,  & l\.)p~\-cj:=:g, 
La  première  donne  \/pq=ziL^  & pq-=Jl 

^ La  fécondé  équa- 

tion étant  quarrée,  donne  pp-\-ipq-\~qq 
=ggi  fl  l’on  en  foufîrait  4pq=z±p^  on 
app—ipq-\-q^=gg  — ±f3^  & prenant 
la  racine  quarrée  de  part  & d’autre  , on 

'a  p--q—\/gg~fp.O^^(lue  pd^^ 
:=g,  on  a ipz=g-\-^gg—±f3\  & 

^ conféquent  p=^ 
g-\-\/gg—^f\  ^q—g~\/gg~±f7 
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741. 

Toutes  les  fois  donc  qu’on  a une  équa- 
tion du  troifieme  degré  de  la  forme 
z=fx-\-g^  quels  que  foient  les  nombres 
fik  g,  on  a toujours  pour  une  des  racines 
3 3 

c’eft-à-dire  une  quantité  irrationnelle  , qui 
renferme  non -feulement  le  ligne  radical 
quarré  , mais  aufli  le  figne  de  la  racine  cu- 
bique j & c’eft  cette  formule  qu’on  nomme 
proprement  la  réglé  de  Cardan, 

742. 

Appliquons  - la  à quelques  exemples  j 
pour  en  mieux  faire  comprendre  l’ufage. 
Soit  , on  aura  & g=()  ; 

' ainii  gg^  8 1 , = 2 1 6 , & ^ — 32-5 

puis  & Vgg-TiP—7- 

Donc  une  des  racines  de  l’équation  donnée 

eft  + + 
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743- 

Soit  propofée  cette  autre  équation  x’ 
=3Jc-|-2  J on  aura  y=3  & g=^  i par  con- 
féquent  gg—A,  ^ ce 

qui  nous  donne  gg — = o il 

s’enfuit  qu’une  des  racines  eft  xz=zyj~ 

+ V^=>+I  = î- 

744- 

Il  arrive  fouvent  cependant  que , quoi-' 
qu’une  telle  équation  ait  une  racine  ration- 
nelle , on  ne  peut  trouver  cette  racine  par 
la  réglé  dont  nous  nous  occupons. 

Soit  donnée  l’équation  jc’  = 6x+40 , ou 
x=4  eft  une  des  racines.  Nous  avons  ici 
f=6  & g=40y  de  plus  ^^=1600 
/3  — 32^  ainfi  ^/3  = i568,  & 

y/gg—Î^P  = y/^')^^  =v/4.4*49*i 
= 28  y/i  J par  conféquent  une  des  racines 

^404-181/1  I V40-181/1 

^=V— 1 h V “T— . ou 

Rr  iii 
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x:=z\/ 2 0-j-i4\/2  -|- y/zo  — i4v/z  ; & 
cette  quantité  eft  réellement  = 4 , quoi- 
Cju’à  la  première  infpeftion  on  ne  s’en  doute 
pas.  En  effet  le  cube  de  i-j-y'  2 étant  20 
~^i4\/i , on  a réciproquement  la  racine 
cubique  de  io-\~i4\/i  égale  à 

de  même  \/ 20 — 141/2  = 2 — v^2;  donc 
notre  racine  x=z-^y/2-^i — y/z=4  (*). 

745- 

On  pourroit  objeéler  à cette  réglé , 
qu’elle  ne  s’étend  pas  à toutes  les  équations 
du  troilîeme  degré , parce  que  le  quarré 
de  X ne  s’y  rencontre  point , c’eft-à-dire 

On  n’a  pas  pour  l’extradhon  de  la  racine  cubique 
de  ces  binômes  , des  réglés  générales  comme  pour  l’ex- 
traéhon  de  la  racine  quarrée  ; celles  que  difFérens  Auteurs 
ont  données  ramènent  toujours  à une  équation  mixte  du 
troifieme  degré  femblable  à la  propofée.  Au  refte , quand 
j’extraélion  de  la  racine  cubique  eft  poffxble , la  fomme 
des  deux  radicaux  qui  repréfentent  la  racine  de  l’équa- 
tion, devient  toujours  rationnelle,  de  forte  qu’on  peut 
la  trouver  immédiatement  par  la  méthode  indiquée  à 
l’article  7x2. 
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^ue  le  fécond  terme  manque  dans  l’équa- 
tion. Mais  nous  remarquerons  que  toute 
équation  complette  peut  fe  transformer  en 
une  autre  où  le  fécond  terme  manque , 
après  quoi  l’on  peut  par  conféquent  appli- 
quer la  réglé.  , - 

Soit , pour  le  prouver , l’équation  com- 
plette — 6xx+ 1 1 AT— 6=0.  Si  l’on  prend 
ici  le  tiers  du  coefficient  6 du  fécond  terme  , 
& qu’on  faffe  a: — 2=/,  on  aura 

^—7+^»  xx=yy+4y+4,  & 

=y  -\-6yy-\-12j-\-S  ; par  conféquent 
x^=^f-]-6yy+i2y-i-  g 
. / ’—6xx=  -6yy-i4y-i4. 

+i  1^+22 

— 6=  — 6 

a:’  — 6xx-\-\ix — ^=y^  — y- 

On  a donc  l’équation  — y==o  , dont 

la  réfolution  eft  manifefte , puifqu’on  voit 
fur  le  champ  qu’elle  eft  le  produit  des  fac- 
teurs y(yy—i)=y(y-j-i)(y  — i)=o; 

Si  l’on  fait  maintenant  ' chacun  de  cej 
faveurs  = O,  on  a 
. Rr  iv 
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Il  J III. 

î,  \x=  I,  \x=^, 

c’eft-à'dire  , les  trois  racines  trouvées  déjà 
plus  haut. 

746. 

Soit  donnée  à préfent  l’équation  géné- 
rale du  troifieme  degré,  x^-\-axx  +ix 
-^c=o,  de  laquelle  il  s’agiffe  d’çliminer 
le  fécond  terme. 

On  ajoutera  pour  cet  effet  à jc  le  tiers 
du  coefficient  du  fécond  terme,  en  con- 
fervant  le  même  ligne , & on  écrira  pour 
cette  fomme  une  nouvelle  lettre , par  exem- 
ple, jy;  de  forte  qu’on  aura  x-\-^a=zy  ^ 
& xz=y^'^a , d’où réfulte  le  calcul  fuivant ; 
- x=y—\a,  xx=yy—^-ay-]-^-aa, 

& — y ^a’; 

par  conféquent 

axx==  ■Yayy-'^-aay-{‘^-a^ 

, bx=.  by — f ab 

. •'S 

c=  -j-c 

f — — J a/J-f  c= O , 
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équation  dans  laquelle  le  fécond  terme 
manque, 

747- 

Nous  fommes  en  état , moyennant  cette 
transformation , de  trouver  les  racines  de 
toutes  les  équations  du  troifieme  degré } 
l’exemple  qui  fuit  en  fournira  une  preuve. 
L’équation  propofée  eft  — 6xx-\-i 

— I z;=o. 

Il  s’agit  d’abord  de  chafler  le  fecorîd  ter- 
me j on  fera  pour  cet  effet  x — 2.=y , & 
on  aura  , xx=yy-\-4y-\-^ , & 

~y^  ■^6yy-\-iiy-\-  8 
— 6xx=  — 247— 24 
+ 13^=  +I3j-f26 

12  z=  . — 12 

y^-\-  y — X =z  O 

ou  y =— j+2. 

Si  on  compare  cette  équation  avec  la 
formule  =fx-^gy  on  a f=. — i , g=2. 5 
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donc  gg—4,  & 

— = &:  \/gg—i^P 

par  conféquent 


27 

3 


■>'=V(-r^)  + V(-^)> 


OU 


i'17+61/zi 


3/: 


17 

3/ 


-\-V 


17-61/11 


17 


.y/ 27'r|-6v/ii  4“  J v/2.7 — 6y/2i  ; & il 
tefte  à fubflituer  cette  valeur  .dans  x=y^ 

Z» 

748. 


Nous  fommes  parvenus  dans  la  folution 
de  cet  exemple , à une  quantité  double- 
ment irrationnelle  ; mais  il  ne  faut  pas  en 
conclure  fur  le  champ  que  la  racine  eft 
irrationnelle  , parce  qu’il  pourroit  arriver  , 
par  un  heureux  hafard , que  les  binômes 
27+6  \/ 21  fuffent  des  cubes  effeftifs;  & 
c’eft  aufli  ce  qui  a lieu  ici  5 car  le  cube 
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det^-îiétant^i!^  = 27+<5\/ii  , il 
fuit  que  la  racine  cubique  de  27-|-6\/ 2ï 
& que  la  racine  cubique  de  27 
■ — eft  ^ Cela  fait  donc  que  la 
valeur  trouvée  pour  y , devient  ^=- 

(^)+K^)=ï+î=*-  Orpuif- 

quejy'=i  , nous  avons  x=^  pour  une  des 
racines  de  Téquation  propofée , & les  deux 
autres  fe  trouveront  en  divifant  l’équation 
par  X — 3. 

X — 3)  — 6xx-^i‘^x — 12 
x^  — 3, va; 

— ‘^xx-\-i'^x — 12 
— 3a;a;-|-  ^x 

4v — 12 
4v— 12 

Q. 
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Et  en  égalant  à o le  quotient  xx — 3^-4“4  î 
l’on  a xx=^x — 4 , & x — 

= - + \/ — - — . Ce  font  les  deux  ra* 

cines  en  quellion , mais  elles  font  ima^- 
naires. 

749- 

C’eft  par  hafard  , comme  nous  l’avons 
remarqué  , qu’on  a pu , dans  l’exemple 
précédent , extraire  la  racine  cubique  des 
binômes  trouvés , & ce  cas  n’a  lieu  que 
lorfque  l’équation  a une  racine  rationnelle  , 
& que  par  conféquent  on  emploie  avec 
plus  de  facilité  , pour  trouver  cette  racine, 
les  réglés  du  Chapitre  précédent.  Mais 
quand  aucune  racine  rationnelle  n’a  lieu , 
il  n’eft  pas  polfible  au  contraire  d’exprimer 
autrement  la  racine  qu’on  trouve , qu’en 
fuivant  la  réglé  de  Cardan  j de  forte  , qu’il 
eft  impoflible  alors  d’appliquer  des  réduc- 
tions. Par  exemple , dans  l’équation  x’ 
=6x+4,  on  a /=6  &^=4j  de  forte 


/ 
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que  — i-j-^/i  — 1\/  — i, 

ce  qui  ne  peut  ^exprimer  d’une  maniéré  . ■ 

différente  (*).  j 

1 

(*7  ^ exemple  plus  petit  que  ggi 

ce  qui  eft  le  cas  très-connu  fous  le  nom  du  cas  irréduc- 
tible du  troijîeme  degré , 6t  qui  eft  d’autant  plus  remarqua- 
ble , qu’alors  toutes  les  trois  racines  font  toujours  réelles. 

On  ne  peut  dans  ce  cas  faire  ufage  de  la  formule  de 
Cardan , qu’en  y appliquant  des  méthodes  d’approxima- 
tion , par  exemple  , en  la  transformant  en  une  férié  infinie.' 

M.  Lambert  a donné  dans  l’ouvrage  cité  à l’article  40, 
des  tables  partieuHeres  qui  fervent  à trouver  facilement 
les  valeurs  numériques  des  racines  des  équations  du  troi- 
fieme  degré  , tant  dans  le  cas  irréduélible  que  dans  les 
autres  cas.  On  peut  aufli  employer  pour  cet  ufage  les 
tables  ordinaires  des  finus.  Voyez  V Ajlronomie  fphérique 
de  M.  Mauduit , imprimée  à Paris  en  1765, 

Au  refte  il  ne  faut  pas  chercher  dans  cet  Ouvrage  de 
M.  Euler,  tout  ce  qu’il  y avoit  à dire  fur  les  réfolutions, 
foit  direéles  , foit  approchées , des  équations.  Il  avoit  à 
traiter  encore  trop  d’objets  curieux  & importuns,  pour 
s’appefantir  fur  ces  matières  ; mais  qu’on  confulte  VHif- 
toire  des  Mathématiques , V Algèbre  de  M.  Clair aut , le  Cot^rs 
de  Mathématiques  de  M.  Be^out,  & les  derniers  volumes 
des  Mémoires  des  Académies  des  Sciences  de  Paris  & 
de  Berlin , on  y trouvera  à peu  près  tout  ce  qu’on  làit 
aujourd’hui  fur  la  réfolution  des  équations. 
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CHAPITRE  XIII. 

De  la  résolution  des  Equations  du  quatrième 
degré,  * 

^ 750- 

L0RSQ.UE  la  plus  haute  puiffance  de  la 
quantité  a:  monte  au  quatrième  degré  , on 
a des  équations  du  quatrième  degré , & la 
formule  générale  en  eft  • 

X*  -\ç-ax^  ~^bxx^cx-\-d=0. 

Nous  confidérerons  en  premier  lieu  les 
équations  du  quatrième  degré  pures , dont 
la  formule  eft  fimplement  x*z=f , & dont 
on  trouve  aufli-rôt  la  racine  en  prenant  de 
part  & d’autre  la  racine  bi-quarrée , puif- 

quon  obtient  = ' 

751-:  :v.. 

■ Comme  t:"  eft  le  quarré  de  , on  fe  fa- 
cilite beaucoup  le  calcul  en  commençant 
par  extraire  la  racine  quarrée  j car  on  aura 


Digitized  by  Google 


n'  A L G E s R E» 
alors  \/ f:  Sz  prenant  enfuite  de  nou- 

veau la  racine  quarrée,  on  a x—  \/  >//î 

de  forte  que  \/ / n’efl:  autre  chofe  que  la 
racine  quarrée  de  la  racine  quarrée  de  f. 

Si  on  avoir , par  exemple  , l’équation 
AT =2401  , on  auroit  d’abord  xx—4^ , 8c 
après  cela  x=j. 


752.  - • . • 

Il  eft  vrai  que  voilà  feulement  une  ra- 
cine, & cependant  puifqu’on  trouve  tou- 
jours trois  racines  cubiques , il  n’eft  pas 
douteux  que  quatre  racines  ne  doivent  avoir 
lieu  ici  ; mais  remarquons  que  la  méthode 
indiquée  ne  lailfe  pas  de  donner  en  effet 
ces  quatre  racines;  ' Gar  dans  l’exemple  ci- 
defllis  on  a non-feulement  x^4^^  mais 
aufii  a;z=:— 49  J or  la  première  valeur  donne 
les  deux  racines  x=y  8c  x=^—j,  8c  la 
feconde  valeiw’donne 

Et  voilà 

les  quatre  racines  quarré-quarrées  de  2401. 
ït  en'  feroit.  de  même  à l’égard  d’autres 
IRombres. 


Digitized  by  Google 


6^0 


E L é M E N S 


r- 


753- 

Après  ces  équations  pures  viennent  dans 
l’ordre  celles  où  le  fécond  & le  quatrième 
terme  manquent , & qui  ont  la  forme  x 
Elles  font  réfolubles,  fui- 
vant  la  réglé  , pour  les  équations  du,  fé- 
cond degré  ; car  fi  l on  fait  xx — y y on  a 

yy+fy+g=^°  ’ °»yy=~fy—Sy  d’o** 

l’on  tire  . 

or  XX— y,  ainfi  x—±\J oii 
les  lignes  doubles  + indiquent  toutes  les 
quatre  racines. 

. 754- 

Mais  fi  l’équation  contient  tous  les  termes 
poflibles,  on  ^ peut  toujours  la  regarder 
comme  le  produit  de  quatre  fafteurs.  En 
effet  fi  l’on  multiplie  entr’eux  ces  quatre 
faaeurs,  (^x^p){x-^.q){x^r){x—f), 
on  trouve  le  produit  — (/?+^+^+/) 

+ 
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) ^ cette  formule 

ne  peut  devenir  égale  à o , que  lorfqu’un 
de  ces  quatre  faveurs  eft  =0.  Or  cela 
peut  arriver  en  quatre  maniérés:  I.)  quand 
x=.p  ^ II.)  quand  x—q  3 III.)  quand  x—r^ 
IV.)  quand  x=.f;  & ce  font- là  par  con- 
féquent  les  quatre  racines  de  l’équation. 

75  5- 

Si  nous  confidérons  cette  formule  avec 
quelque  attention,  nous  remarquons,  dans 
le  fécond  terme  , la  fomme  des  quatre  ra- 
cines,  multipliée  par  — x^  -,  dans  le  troi- 
fieme  terme , la  fomme  de  tous  les  produits 
poflibles  de  deux  racines , multipliée,  par 
ATx  ; dans  le  quatrième  terme , la  fomme 
des  produits  des  racines  multipliées  trois 
à trois  , multipliée  par  — x ; enfin  dans  le 
cinquième  terme  , le  produit  de  toutes  les 
quatre  racines  multipliées  enfemble. 

756. 

Comme  le  dernier  terme  contient  le 
produit  de  toutes  les  racines , il  efi  clair 
Tome  1.  S s 
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qu'une  telle  équatioft  du  quatrième  degré 
ne  peut  avoir  une  racine  rationnelle  qui 
ne  Toit  en  même  temps  un  divifeur  du  der- 
nier terme.  Ce  principe  fournit  donc  un 
moyen  facile  de  déterminer  toutes  les  ra- 
cines rationnelles , lorfqu’il  y en  a ; puif- 
qu’on  n’a  qu’à  fubflituer  fucce/fivemenf  à 
X tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  , juf- 
qu’à  ce  qu’on  en  trouve  un  qui  fatisfaffe  à 
l’équation  ; car  ayant  trouvé  une  telle  ra- 
cine , par  exemple,  , on  n’a  qu’à  di- 

vifer  l’équation  par  x — p,  après  avoir  porté 
tous  les  termes  du  même  côté , & fuppofer 
enfuite  le  quotient  =o  ; on  obtiendra  une 
équation  du  troilieme  degré  , qu’on  pourra 
réibudre  par  les  réglés  données  ci  deflus. 

757- 

Or  il  eft  abfolument  néceflaire  pour  cela 
que  tous  les  termes  confident  en  des  nom- 
bres' entiers , & que  le  premier  n’ait  que 
l’unité  pour  coefficient;  toutes  les  fois  donc 
<que  quelques  termes  renferment  des  frac- 
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dons , il  faudra  commencer  par  éliminer  ces 
fraéfions , & c’eft  ce  qu’on  peut  toujours 
faire  en  fublHtuant , au  lieu  de  jç  , la  quan: 
titéy , divifée  par  un  nombre  qui  renferme 
tous  les  dénominateurs  de  ces  fraftions. 

Par  exemple , û l’on  a l’équation  x*  — ^ 
jf’ , comme  on  y 
rencontre  des  fraéHons  qui  ont  pour  dé- 
nominateurs 2 , 3 & des  puilTances  de  ces 
nombres , on  fuppofera  & on  aura 


A*  . A^  I 


+78=0.  equa- 


tion , qui  multipliée  par  6“*  devienty'^  — 

Si  l’on  vouloir  chercher  maintenant  fi 
cette  équation  a des  racines  rationnelles , 
il  faudroit  écrire  à la  place  de  y fuccef- 
fivement  les  divifeurs  de  72 , afin  de  voir 
dans  quels  cas  la  formule  fe  réduiroit  réel- 
lement à O. 


644 
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758. 

Mais  comme  les  racines  peuvent  être 
auffi  bien  politives  que  négatives , U fau- 
droit  avec  chaque  divifeur  faire  deux  effais, 
l’un  en  fuppofant  ce  divifeur  pofitif,  l’autre 
en‘le  regardant  comme  négatifj  cependant 
une  nouvelle  remarque  en  difpenfe  fou- 
vent  (*).  Toutes  les  fois  que  les  lignes  -}- 
& — fe  fuivent  régulièrement , l’équation 
a autant  de  racines  pofitives , qu’il  y a de 
changemens  dans  les  lignes  j & autant  de 
fois  que  les  mêmes  lignes  reviennent  fans 
interruption , autant  l’equation  a de  racines 
négatives.  Or  notre  exemple  contient  qua- 
tre changemens  de  lignes  & aucune  fuccef* 
fion  ; ainfi  toutes  les  racines  font  pofitives, 
(k  on  n’a  pas  befoin  de  prendre  aucun  des 
divifeurs  du  dernier  terme  en  moins. 

(’)  Cette  réglé  eft  générale  pour  les  équations  de 
tous  les  degrés , pourvu  qu’il  n’y  ait  point  de  racines 
imaginaires  ; les  François  l’attribuent  à Defcaries , les 
Anglois  à Harriot;  mais  M.  l’Abbé  de  Oua  eft  le  pre^ 
niier  qui  en  ait  donné  une  démonftration  générale.  Voyez 
les  Mim,  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris  , pour  1741, 
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Soit  donnée  l’équation  x*  -j-ijv’  — jxx 
' — 8x-|-I  2=0. 

Nous  voyons  ici  deux  changemens  de 
lignes , mais  au/îi  deux  fucceflions  ; d’oii 
nous  concluons  avec  certitude , que  cette 
équation  contient  deux  racines  pofirives  & 
autant  de  racines  négatives , qui  doivent 
toutes  être  des  divifeurs  du  nombre  12. 
Or  ces  divifeurs  font  i,  2,  3,4,6,  12; 
qu’on  eflaye  donc  d’abord  > on 

parviendra  réellement  à o j donc  une  des 
racines  eft  x=i. 

Si  Ion  fait  enfuite  x=: — i , on  trouve 

*4“*  ^ 2=21^9=1 2 ; ainfi 

— I n’eft  pas  une  des  racines.  Qu’on 
fafle  après  cela  a: = 2 , on  trouve  de  nou- 
veau la  formule  =0,  & par  conféquent, 

pour  une  des  racines  , x==z2  ; mais  y — 2 

au  contraire  ne  fe  trouve  pas  être  une  ra- 
cine. Lorfqu’on  fait  enfuite  ^=3  , on  a 
81+54— 63— 24-j-i  2=60,  c’eft  à-dii-e 
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que  cette  fuppofition  ne  fatisfait  pas;  au 
lieu  que  x=z — 3,  donnant  81 — 54 — 63 
•-}-i4-}-i  2=0 , eft  évidemment  une  des 
racines  qu’on  cherche.  Enfin  , quand  on 
aura  effayé  x= — 4,  on  verra  pareille- 
ment l’équation  fie  réduire  à zéro  ; de  forte 
donc  que  toutes  les  quatre  racines  font 
rationnelles,  & ont  les  valeurs  fiiivantes: 
L)a:=I  , II.)at=Z,  Ill.)jvr=r — 3,  IV.) 
a:= — 4 ; & conformément  à la  réglé  don- 
née ci-deffus  , deux  de  ces  racines  font  po- 
fîtives , & les  deux  autres  font  négatives. 

760. 

' Mais  aucune  racine  ne  pouvant  être  dé- 
terminée par  4||ette  voie , lorfque  les  ra- 
cines font  toutes  irrationnelles , il  a fallu 
fonger  à des  expédiens  pour  exprimer  les 
racines  dans  ce  cas.  On  y a réufli  au  point 
qu’on  a découvert  deux  routes  différentes 
pour  parvenir  à la  connoilfance  de  fem- 
blables  racines , quelle  que  foit  la  nature 
de  l’équation  du  quatrième  degré. 
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Il  fera  bon , avant  que  d’expliquer  ces 
méthodes  générales  , que  nous  donnions 
les  folutions  de  quelques  cas  particuliers  , 
lefquelles  peuvent  fouvent  s’appliquer  très- 
utilement. 

761. 

Lorfque  l’équation  eft  de  nature , que 
les  coefficiens  des  termes  fe  fiiivent  de  la 
même  maniéré , tant  dans  l’ordre  direéî: 
des  termes , que  dans  l’ordre  rétrograde , 
comme  il  arrive  dans  l’équation  fuivan- 
te(-*): 

x*"  -^nxx-^^mx-^-i—o  ÿ 

ou  dans  cette  autre  équation  qui  eft  plus 
générale  : 

(*)  On  peut  nommer  ces  équations  réciproques  , parce 
qu’elles  ne  changent  point  en  y mettant  7 à la  place  de 
X.  Il  luit  de  cette  propriété  que  fi  a , par  exemple , eft 
une  des  racines  , j en  fera  une  aullî  ; c’eft  la  raifon  pour- 
quoi ces  fortes  d’équations  peuvent  fe  réduire  k d’autres 
équations , dont  le  degré  eft  plus  petit  de  la  moitié.  M, 
de  Moivre  donne  dans  fes  Mifcdlanca  analytica , p.  71, 
des  formules  générales  pour  la  réduélion  de  ces  fortes 
d’équations,  de  quelque  degré  qu’elles  foient. 

S S iv 
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X*  '^max^  -^naaxx-^ma^  x^a*  = 0. 

On  peut  toujours  regarder  une  telle  for- 
mule comme  le  produit  de  deux  fafteurs, 
qui  font  des  formules  du  fécond  degré  , & 
quVn  réfout  facilement.  En  effet , qu’on 
repréfenre  cette  derniere  équation  par  le 
produit  (^xx-^pax-^aa')(^xx~^qax-^aa) 
=0  , où  il  s’agiffe  de  déterminer  p ^ q 
de  maniéré  qu’on  obtienne  l’équation  fuf- 
dire , on  trouvera , en  effeftuant  la  multi- 
plication , X*  -\~{p-^q)ax'^  -\~{pq-\-x^ 
aaxx-\~{p-\-q')a?  x-\-a*  = 0 & pour 

que  cette  équation  foit  la  même  que  la 
précédente,  il  faut  1°.  que  p>-\-q=:m., 
2°.  que  & par  conféquent 

que  pq=n  — 2. 

Maintenant , quarrant  la  première  de  ces 
égalités,  on  a pp-Y'i-pq-^-qq^mm -,  fi  on 
fouftrait  de  ceci  la  féconde , prife  quatre 
fois,  ou  4fq~4n  — 8,  il  refte  pp — ipq 
^qq^mm — 4«-j-8  ; & prenant  la  racine 

quarrée , on  trouve  p — q—^ mm — 4«-p8. 
Or  p-\-q—m  , on  aura  donc  par  l’addition  ^ 
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V = m + v/ mm-4n^^  , ou  ; 

& par  la  fouftraftion , iq—m—\/ /7z/7z— 4/2+8 
ou  q — ^ Ayant  donc  trouvé 

f q , on  n’a  plus  qu’à  fuppofer  chaque 
faéleur  =0;  afin  de  déterminer  les  valeurs 
de  jc:  le  premier  donne  xx  -\-pcLX-\-aa 
c=o,  ou  XX  — pax — aa , d’où  l’on  tire 

I /rp“^  I * 

X = ou  X=z--±- 

a\/ P P — 4 î le  fécond  fafteur  donne  x 
= — ^+ia\/qq  — 4j  & ce  font-là  les 
quatre  racines  de  l’équation  propofée. 

’^ôl. 

Pour  rendre  cet  article  plus  clair,  foit 
donnée  l’équation  x*  — 4^:’  — '^xx  — 43c 
-|-i=:o.  Nous  avons  ici  a=i  , m=z — 4, 
n— — 3 j par  conféquent  mm— ^ 
& la  racine  quarrée  de  cette  quantité  =6  ; 
donc  p~  — , & qz=z  — "^-^—-y, 

de- là  réfultent  les  quatre  racines  I.)  & II.) 

; & III.) 
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& IV.)  x='-  + '-Jz\='-^,  c’eft-à-d; 
que  les  quatre  racines  de  l’équation  pro 
pofée  font: 

lll.)a;z=iip., 

/ 2 ' ' 2 
Les  deux  premières  de  ces  racines  font 
imaginaires  ou  impoffibles  j mais  les  deux 
dernieres  font  poffibles  puifqu’on  peut 
indiquer  \/ 21  auffi  exaftement  qu’on  le 
fouhaite , en  exprimant  cette  racine  par 
des  fraftions  décimales.  En  effet , 2 1 étant 
autant  que  2 1 ,00000000 , on  n’a  qu’à  tirer 
'la  racine  quarrée  , comme  il  fuit: 

2 1 loojoolooloojoojq,  5825 
16 

8 5 5 00 
4M 

9087500 

7^4 

9162  23600 
’ 18324 

91645  527600 

45^^'^5 

69375. 
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Puis  donc  que  \/ 21—4,5825 , la  troi- 
lîeme  racine  approche  d’aflez  près  x 
— 4,791 2 , 8c  la  quatrième,  a: =0,2087  ; 
8c  il  eût  été  facile  de  déterminer  ces  ra- 
cines avec  encore  plus  de  précifion. 

Remarquons  que  la  quatrième  racine 
étant  à très -peu  près  ^ ou  ÿ,  cette  valeur 
fatiüfera  déjà  affez  exaèlement  à l’équation  ; 
en  effet,  ff  l’on  fait  x—j,  on  trouve 

— -4-1=^  : on  auroit  dû  trou- 

ver  O,  mais  la  différence,  comme  on  voit> 
n’eff  pas  grande. 

763. 

Le  fécond  cas  où  une  réfolution  fem- 
blable  a lieu , efl:  le  même  que  le  premier 
quant  aux  coefficiens  , mais  il  en  différé 
dans  les  lignes  j car  nous  fuppoferons  que 
le  fécond  8c  le  quatrième  termes  ayent  des 
lignes  différens  j une  telle  équation  eft 
donc  , par  exemple  : 

X* f^max^  ’^naaxx-^ma^  x^  -^a*  =0, 


S^2  Elément 

qui  peut  être  repréfentée  par  le  produit^ 
(^xx-^pax  — aa'){xx-^qax  — aa^=^o. 
Car  la  multiplication  réelle  de  ces  faéleurs 
donne 


X*  -\-{p+q)ax^  -Yipq — i)  ûûjcx — {p+q') 

Cp  X — |—  CL  y 

quantité  qui  eft  égale  à la  formule  pro- 
pofée , fi  on  fuppofe  en  premier  lieu  p-\-(] 
=/7z,  & en  fécond  lieu  pq  — 2 = /z,  ou 
pq=zn-^z  -,  parce  que  de  cette  façon  les 
quatrièmes  termes  deviennent  égaux  d’eux- 
mêmes.  Qu’on  quatre,  comme  ci-deffus, 
la  première  équation,  on  aura  pp-\-'i-pq 
'-\-qq=mm } qu’on  foufiraye  de  celle-ci 
la  fécondé  prife  quatre  fois , ou  ^pq—^n 
‘-j-8  , il  refiera  pp — ipq-\-qq=:mm 
— 4 /Z  — 8;  la  racine  quarrée  efi  p — q 


mm- 


àfTi — 8 , & de-là  on  obtient  p 

Avant 


= V‘  

ro  H-  mm- 4/1 -8  ^ ' 

~~~  a 7 

donc  trouvé  ^ , on  connoîtra  par  le 
premier  fafteur  les  deux  racines  at= — ~ 

Pp-\“A i & fécond faéleur 
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les  deux  racines  ^ qa-¥\a\/ qq-\-4y 

c’eft-à-dire  qu’on  aura  les  quatre  racines 
de  l’équation  propofée. 

764. 

Soit  donnée  l’équation  x*  — 3.2x’-[-3 
,8x-|-i6— O , nous  avons  a=i  & m— — 3, 

& /Z— O i ainli  \/ mm — 4/2 — 8=1  , & par 
conféquent 

Donc  les  deux  premières  racines  font  x 
= I + \/ 5 , & les  deux  dernieres  font  x 
=2+V^ ^ > moyennant  quoi  les  quatre  ra- 
cines cherchées  feront:  I.)  Arzzm-j-y/ç , 
— y/ 5 , III.)jc:=2-[-\/8  , IV.)  X 
= 1 — \/s.  Par  conféquent  les  quatre  fac- 
teurs de  notre  équation  feront  (x — i — 

i+V^ 5)(^— ^+V  8)', 
& leur  multiplication  effeélive  produit  réel- 
lement cette  équation  ; car  les  deux  pre- 
miers étant  multipliés  entr’eux  , donnent 
XX — IX — 4,  & les  deux  autres  donnent 
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XX — 4x — 4 î or  ces  deux  produits  miilti*' 
pliés  pareillement  l’un  par  l’autre  , font  x* 

■ — 6x^  -\-14x-\-ï6  i ce  qui  eft  précifément 
l’équation  propofée. 


CHAPITRE  XIV. 

De  la  Réglé  de  Bombelli  ^ pour  réduire 
la  réfolution  des  Equations  du  quatrième 
degré  à celle  des  Equations  du  troijîeme 
degré, 

765.- 

^lous  avons  fait  voir  plus  haut,  com- 
-ment  on  réfout , par  la  réglé  de  Cardan  , 
les  équations  du  troifieme  degré  ; ainfî  tout 
conlifte  principalement , pour  les  équa- 
tions du  quatrième , à en  réduire  la  réfo- 
lution à celle  des  équations  du  troifieme 
degré.  C’eft  qu’il  n’eft  pas  polîîble  de  ré- 
foudre généralement  les  équations  du  qua- 
trième degré  fans  le  fecours  de  celles  du 

4 
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troificme,  vu  qu’ayant  môme  déterminé 
une  des  racines , les  autres  ne  laiflent  pas 
de  dépendre  d’une  équation  du  troifieme 
degré.  Et  on  peut  conclure  de- là  qu’aufli 
les  équations  de  dimenlîons  plus  hautes, 
préfuppofent  la  réfolution  de  toutes  les 
équations  de  degrés  inférieurs. 

766. 

Or  il  y a déjà  quelques  fiecles  qu’un 
Italien , nommé  BombelU , a donné  une 
réglé  pour  cela  , que  nous  nous  propofons 
d’expliquer  dans  ce  Chapitre  (*), 

Soit  donnée  l’équation  générale  du  qua- 
trième degré,  x*  -\-bxx~\-'Cx-  \-d 

, où  les  lettres  a , b ^ c , d lignifient 
tous  les  nombres  imaginables.  Qu’on  fup- 
pofe  maintenant  que  cette  équation  foit  la 
même  que  celle-ci  , {xx-]^~ax-\-pY 

— O , où  il  s’a  gifle  de  déter- 

\ 

(’)  Cette  méthode  appartient  plutôt  à Louis  Ferrari.  On 
la  nomme  improprement  la  rtg'e  de  Bombdli , ainfi  qu’on 
attribue  à Cardan  la  méthode  imaginée  par  Scipion  Ferreo. 


/ 
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A 

miner  les  lettres/?,  / & /-,  de  maniéré  qu’on 
obtienne  l’équation  propofée.  Si  on  range 
la  nouvelle  équation  , on  aura 

X* -\-ax^  ^^-aax x-\-  apx-^pp 
ipxx  — xqrx  — rr 
— qqxx„ 

Or  les  deux  premiers  termes  font  ici  déjà 
les  mêmes  que  dans  l’équation  donnée  j le 
troifieme  terme  exige  qu’on  fafle^aa  +v 
i — qq:=.h ^ ce  qui  donne  ^ aa-j- 2/> 
— bÿ  le  quatrième  terme  indique  qu’on 
doit  faire  ap — xqr—c^  ou  xqrzzzap  — c; 
enfin  on  a pour  le  dernier  terme  pp — rr 
=d,OM  rr=ipp — d.  Voilà  donc  trois  équa- 
tions qui  doivent  donner  les  valeurs  de 
P,  q^r. 

767. 

La  maniéré  la  plus  facile  d’en  tirer  ces 
valeurs  eft  la  fuivante  : qu’on  prenne  la  pre- 
mière équation  quatre  fois,  on  aura  4qq 
=aa-|-8/? — 4b  i cette  équation  multipliée 
par  la  dernier e,  rrz=pp — -dy  donne 

Aqqrr 
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■ -|-(aa  — — ^^P — ^ 

(aa  — 4^). 

Si  de  plus  on  quarre  la  fécondé  équation, 
on  aura  ^qqrr-z=z.aapp — zacp-\-cc.  Ainfî 
nous  avons  pour  ^qqrr  deux  valeurs  qu’on 
peut  égaler  entr’elles , ce  qui  fournit  l’équa- 
tion 8/j’  -j-  (aa — 4^)  PP — ^dp — d {aa — 4A) 
'=iaapp — iflc/j-j-cc,  ou,  en  portant  tous 
les  termes  d’un  même  côté,  8/j’  — A^PP 
— 8t/)/7 — aad-\-A,bd — cc=ro  , équa- 
tion du  troifieme  degré  , qui  donnera  tou- 
jours la  valeur  de  p par  les  réglés  expofées 
plus  haut. 

768. 

Ayant  donc  déterminé  les  trois  valeurs 
de  P par  les  données  a,b,c,d,QQ  qui 
ne  demande  que  d’avoir  trouvé  une  feule 
de  ces  valeurs  , 6n  aura  auffi  les  valeurs 
des  deux^autres  lettres  ^ & /■;  car  la  pre- 
mière équation  donnera  q=y/ '‘-aa^-ip—b ^ 
& la  fécondé  donne  Or  ces  trois 

valeurs  étant  déterminées  pour  chaque  cas 
Tome  /.  T t 
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donné  , voici  comment  on  pourra  trouver 
enfin  les  quatre  racines  de  l’équation  pro- 
pofée  : 

Cette  équation  ayant  été  réduite  à la 
forme  {x x-^'-ax pY  — ( =0 , 
on  aura  {xx a x ^ pY  = » 

& en  tirant  la  racine,  xx-^^-ax-\^p=:-qx 
-|-r,  ou  hien  xx~Y\‘^x~\~p  — — (]X — r, 
La  première  équation  donne  xx={q — \a) 
X — p-\-r  -,  d’où  l’on  peut  avoir  deux  raci- 
nes i & la  fécondé  équation , à laquelle  on 
peut  donner  la  forme  xx=^ — 

X — P — /•,  fournira  les  deux  autres  racines. 

769. 

EclaircilTons  cette  réglé  par  un  exemple, 
& fuppofons  donnée  l’équation  x"'  — iojc^ 
>-|-35.rA' — 5o:t-|-24=;o.  Si  nous  la  com- 
parons avec  notre  formule  générale , nous 
avons  — 10,  ^—35 , c— — 50,  (3^=24, 
& par  conféquent  l’équation  qui  doit  donner 
la.  valeur  de  p eft  8/?’  — I40/j/>-}-8  o8/> 
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• — 154c— O,  OU  2^’ 38Ç 

=0.  Les  divifeurs  du  dernier  terme  font 
1 , 5,7,  II,  &c.  Le  premier  i ne  fatif- 
fait  pas  ; mais  en  faifant  f=  5 , on  trouve 
250 — 875-j-ioio — 385—0,  en  forte  que 
^—5.  Si  on  fuppofe  de  plus  p—~j^  on 
trouve  686  — 17 1 5 141 4 — 385^=0, 
marque  que  />— 7 eft  la  fécondé  racine. 
Il  relie  à trouver  la  troifieme  racine  : qu’on 
divife  donc  l’équation  par  2 , pour  avoir 
Pp-\-^o\p — &:  qu’on  con- 
f dere  que  le  coefficient  du  fécond  terme  , 
ou  Y , étant  la  fomme  de  toutes  les  trois 
racines , & les  deux  premières  faifant  en- 
femble  1 2 , la  troilieme  doit  néceffaire- 
ment  être  ^ . 

Nous  connoiflbns  par  conféquent  les 
trois  racines  en  quedion.  Mais  remarquons 
qu’une  feule  eût  fuffi , parce  que  chacune 
donne  également  les  quatre  racines  de 
notre  équation  du  quatrième  degré. 


Tt  ii 
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770. 


Pour  le  prouver  , foit  d'abord  p=^  ÿ 

nous  aurons  q-=.\/ — 35  =0,  & 

. Or  rien  n’étant  déterminé 

0 0 

par -là  , prenons  la  troilieme  équation  rr 
^pp — i/— 25 — 24=1  , de  forte  que  r=i  ; 
nos  deux  équations  du  fécond  degré  feront  : 
l.)xx=^x—4,  \l)xx=^x—6. 

La  première  donne  les  deux  racines  x 
— I-hv/-,  ou  , c’eft-à-dire  x=4 

i _ V 4 > a ' 


& X=l. 

La  fécondé  équation  donne  a:=[-  + y ^ 


c’eft-à-dire,  x=-^  & x—z. 

Mais  fuppofons  maintenant  p=7  , nous 

aurons  ^=y^25-j-r4  — 35  =2.  & /•= 
— ç , d’où  réfultent  les  deux 
équations  du  fécond  degré,  l.)xx—7X 
— 1 2 , lL)xx=}x — 2 ; la  première  donne 
x=^+v/-,  ou  ainfi  x=4  (k  x 

“ 3 i la  fécondé  fournit  la  racine  x=\ 
+ yi— & par  conféquent  x=z,  & * 
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x—i  ; de  forte  que  par  cette  fécondé  fup- 
pofition  on  trouve  les  mêmes  quatre  ra- 
cines que  par  la  première. 

Enfin  les  mêmes  racines  fe  trouvent , par 
la  troifieme  valeur  de  p ^ ^ 

dans  ce  cas  q—\/ 2.5-}-i  i — 3 5 T & 

rz=.  — [ i & par-là  les  deux  équa- 

tions du  fécond  degré , 

\.')xx  — 6x — 8,  ll.)xx==:4x — 3, 

On  tire  de  la  première , x=.-^+\/ 1 , c’eft- 

if 

à-dire,  x=4  & x=:.i  ; & de  la  fécondé j 
x=i+\/ 1 , c’eft-à-dire , x=-^  & xz=i  , 
ce  qui  forme  encore  les  quatre  racines  trou- 
vées ci-devant. 

77i‘ 

Soit  propofée  cette  autre  équation,  x* 
— i6x  — 12  = 0,  dans  laquelle  a = o, 
èz=o,  c= — 16,  d=. — 12.  Notre  équa- 
tion du  troifieme  degré  fera, 

— 256=0,  ou  -\-iip — 32=0,  & on 

peut  rendre  cette  équation  encore  plus  fim- 
ple,  en  faifant  p=zt s car  on  a alors  8r* 

Ttiij 


J 
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-}-24r — 32=0,  ou  — 4=0.  Les 

divifeuûs  du  dernier  terme  font  1,2,  4. 
Une  des  racines  fe  trouve  être  r=i  ; donc 
^=y/4=2  , & — Par 

conféquent  les  deux  équations  du  fécond 
degré  font  xx=ix-\-Zf  & xx= — ix — 6, 
& elles  fournilfent  les  racines  x=i  ±\/3 

AT  = 1+  \/ 5. 

772. 

Nous  tâcherons  de  rendre  encore  plus 
familière  la  réfolution  dont  nous  parlons , 
en  la  répétant  toute  entière  dans  l’exem- 
ple fuivant: 

On  a l’équation  x*  — 6.r’  ~^iixx — i ix 
-}-4=o,  qui  doit  être  contenue  dans  la 
formule  (^xx — — (^jc-j-r)*  = 0 , 
dans  la  première  partie  de  laquelle  on  a 
mis  — 3 AT,  parce  que  — 3 eft  la  moitié 
du  coefficient  — 6 du  fécond  terme  de 
l’équation  propofée.  Cette  formule  étant 
développée,  donne  x*  — 6x^ 

‘ — qq)xx  — {6p-\-iqr)x-\-pp  — rr=.Q  ^ à 
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comparer  avec  notre  équation , & il  en 
réfulte  les  égalités  fuivantes  : 

I.)2^-[-9 — ^ Il.)6/?-}-2yr=i  2 , 
\\\.)pp  — rr—^.  La  première  donne,  qq 
=ip — 3 J la  fécondé,  iqr—ii — 6/?,  ou 
qr—6 — ip  i la  troilieme  , rr^=.pp  — 4. 
Multipliant  rr  par  qq , on  a qqrr—ip' 
— 3/’/’ — & d’un  autre  côté,  fi 
on  quatre  la  valeur  de  qr , on  a qqrr=z"^6 
— '^^P~\~9PP  » nous  avons  l’équation 
2/5’  — 3/>/J — ^p-\-\i=(^pp — 3Ô/?-j-3Ô  , ou 
^p^  — izpp-^i%p  — 24=0,  ou  p'  — 6pp 
*-|-i4/7 — 12=0,  dont  une  des  racines  eft 
p=zi  ; & il  s’enfuit  que  qq—\  , ^ 

qrz=^r=o.  Donc  notre  équation  fera  {xx 
— 3jr-}-2)^  =jcx,  & la  racine  quarrée  en 
fera  xx — -^x-^-z^-^x.  Si  on  adopte  le 
fîgne  fupérieur,  on  a xx=j^x — 2 j & en 
admettant  le  ligne  inférieur , on  obtient  xx 
=2x — Z , d’où  fc  tirent  les  quatre  racines 
x=2+\/ 2,  & x—\-^\/ — I. 
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CHAPITRE  XV. 


D ’une  nouvelle  méthode  de  réfoudre  les 
Equations  du  quatrième  degré. 


773- , 

î^ous  avons  vu  comment,  par  la  réglé 
de  Bombtlli , on  réfout  les  équations  du 
quatrième  degré  par  le  moyen  d’une  équa- 
tion du  troifieme  degré  j mais  on  a trouvé, 
depuis  l’invention  de  cette  réglé , une  autre 
voie  pour  parvenir  à cette  réfolution  j & 
comme  cette  méthode  eft  tout-à-fait  dif- 
férente de  la  première  , elle  mérite  d’être 
expliquée  féparément  (*), 

774- 

On  fuppofe  que  la  racine  d’une  équa- 
tion du  quatrième  degré  a la  forme 

(’)  La  méthode  dont  il  va  être  queftion  , appartient 
à M.  Euler  lui-même.  Il  l’a  expofée  dans  le  fixieme  vo- 
lume des  anciens  Commentaires  de  Pétersbourg. 
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où  les  lettres  p,  <j y r figni- 
fient  les  racines  d’une  équation  du  troifieme 
degré , O -,  en  forte  que 

P+9+'^fy  P‘]+F'-+9'^g^  & p^r—L 
Cela  pofé  , on  quatre  la  formule  adoptée , 

V p-^\/ T,  & on  a xx=p-\-q 
pq-]^x\/ pr-^i\/ qr i & puifque 
/’+?+'■=/ 7 on  a xx—f^iy/pq-\-2y/pr 
-j-zy/ qr;  on  prend  de  nouveau  les  quarrés , 
& on  trouve  x*  — zfxx-\-ff=4pq-^4pr 
-)~4y'’-|-8  \/ ppqr-\-%  y/ pqqr^^  y/ pqrr.  Or 
4pq-]p^pr-^j^qr=^g , ainfi  l’équation  de- 
vient — zfxx-\^fJ—A^%  y/ pqr.  ( y/ p 

+ V ‘J+V Ô i niais  y/ p+y/ V > 
& pqr—h,  OU  y/ pqr=z’^ h;  donc  on  par- 
vient à l’équation  du  quatrième  degré  x* 
— zfxx — ^x\/ h-\-ff—j^g=.o  , dont  une 
des  racines  eft  furement  ;cz=y/^-|-y/^ 
-|-y/r,  &où/>,  font  les  racines  de 

l’équation  du  troifieme  degré  , 

+^i— O. 


» 
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' 775- 

L’équation  du  quatrième  degré , à la- 
quelle nous  fommes  parvenus  , peut  être 
regardée  comme  générale , quoique  le  fé- 
cond terme  x’  y manque  ; car  nous  ferons 
voir  plus  bas  qu’une  équation  complette 
quelconque  peut  être  transformée  en  une 
autre  où  le  fécond  terme  foit  ôté. 

Soit  donc  propofée  l’équation  x*  — axx 
— bx — c—o , pour  en  déterminer  une  ra- 
cine. Nous  la  comparerons  avec  la  for- 
mule trouvée , afin  de  parvenir  aux  valeurs 
de ^ & h i il  faut  i°.  que  if=za,  8c 
2°.  que  S \/h=b , ainfi 
3^"*  4^— — ou^-4^+c=o> 

o\x^~  aa-\-c=./^g  i par  conféquent  que 
aa~\--c. 

776. 

Puis  donc  que  l’équation  Jtr* — axx — bx 
— c—o , donne  les  valeurs  des  lettres  /, 
^ , de  maniéré  que  /=^  a , 
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h — ^ hb  fOVi^ h — \h,  on  for- 
mera de  ces  valeurs  l’équation  du  troifieme 
degré  pour  en  cher- 

cher les  trois  racines  par  la  réglé  connue. 
Et  (i  l’on  fuppofe  ces  racines,  \J)^z=:py 
IL)  i=.q  , III.)  — r,  il  faut  qu’une  des  ra- 
cines de  notre  équation  du  quatrième  degré 
füit 

777- 

Il  femble  d’abord  que  cette  méthode  ne 
fournit  qu’une  feule  des  racines  de  l’équa- 
tion propofée  ; mais  fi  on  réfléchit  que  cha- 
que figue  y/  peut  être  pris,  tant  négati- 
vement que  pofitivement,  on  fentira  fur 
le  champ  que  cette  formule  contient  même 
toutes  les  quatre  racines. 

Il  y a plus , fi  on  vouloir  admettre  tous 
les  changemens  poflibles  des  fignes  , on 
auroit  huit  valeurs  différentes  pour  x , & 
cependant  quatre  feulement  peuvent  avoir 
lieu.  Mais  remarquons  que  le  produit  de 
ces  trois  termes,  qui  efl:  ^pqr,  doit  être 
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égal  à y/ h=.\  h ^ & que  eft  pofitîf, 
le  produit  des  termes  >//?? 
doit  pareillement  être  pofitif , de  forte  que 
les  variations  admiffibles  fe  réduifent  aux 
quatre  qui  fuivent  : 

!•) 

IL)  \/p—y/q—\/r, 

III. )  xz=.—y/ p-\-y/ q^yj r % 

IV. )  x=—yJp—^q-Y\/r, 

De  même,  quand  eft  négatif,  on  a 
Amplement  les  quatre  valeurs  de  x que 
voici  : 

I.)  x=  \//?+V^f— 

IL)  \/ p'-y/ q-\ry/ r ^ 

ÏIL)  x^—y/ p-\-y/ q-\-yJ r y 

IV.)  — \/ P — \/ q — r. 

Cette  remarque  nous  met  en  état  de  dé- 
terminer les  quatre  racines  dans  tous  les 
cas  J l’exemple  fuivant  le  fera  voir. 
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778. 

Soit  propofée  l’équation  du  quatrième 
degré  — z^xx-\~6ox — 36=0,  dans 

laquelle  le  fécond  terme  manque.’  Si  nous 
la  comparons  avec  la  formule  générale, 
nous  avons  a:=25  , b— — 60  & c=^6. 


& après  cela/=^f , + 

h — moyennant  quoi  notre  équation 
du  troifeme  degré  devient: 

,3  25 I 769-  225  

{ — tu+tôT— r— 

Pour  chafler  d’abord  les  fraéHons,  fai- 

/•  U II  U , 

ions  Z—-',  nous  aurons^ 

& en  multipliant  par  le  plus 
grand  dénominateur , w’  — ^ouu-^-yé^u 
— 3600=0.  Il  faut  déterminer  les  trois 
racines  de  cette  équation  ; elles  fe  trouvent 
toutes  trois  pofitives  ; l’une  d’elles  eft  , 
& en  divifant  l’équation  par  u — 9,  on 
trouve  la  nouvelle  équation  uu — 4 1 u-\-/\c>o 
=0,  ou  uu— ^lu — 400,  qui  donne  u 
= ^ + v/ly'  — = lÿ2  J de  forte  que  les 
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, trois  racines  font  9,  6,  &«— 25. 

Par  conféquent 

i.)î=^ii.)î=4,in.)î=^ 

Et  voilà  donc  les  valeurs  des  lettres  /?, 
^ c’efl-à-dire  que  p=^  , ^=4  , r 
:=y.  Maintenant,  fi  nous  faifons  atten- 
tion que  ^ pqr=.y/ h— — & qu’ainfi 
cette  valeur  efl:  négative  , il  nous 

faudra,  pour  nous  conformer  à ce  qui  a 
été  dit  à l’égard  des  fignes  des  racines  \//?, 
& \/r,  prendre  tous  ces  trois  radicaux, 
en  moins , ou  n’en  prendre  qu’un  feul  en 
moins  ; & par  conféquent , comme  \/ p 
— i,  2 & y/ r—\,  les  quatre  ra- 

cines de  l’équation  propofée  fe  trouvent 
être  : 


I.)^= 

i + I, 

III.) 

•î+^+7=  3» 

/ IV.) 

-i 2 — -=  — 6. 

2 2 

De  ces  racines  réfultent  les  quatre  faéleurs  , 

(a;— -OCAr— 2)Cjf— 3)(:^+6)=o. 


I 


Dio; 


; b',  .ocwlc 
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Les  deux  premiers , multipliés  enfemble , 
donnent  xx — j le  produit  des  deux 
derniers  eft  xx~\--^x  — 18,  & en  multi- 
pliant ces  deux  produits  l’un  par  l’autre , 
on  trouve  exaftement  l’équation  propolée. 

779- 

Il  nous  refte  à faire  voir  comment  une 
équation  du  quatrième  degré , dans  laquelle 
le  fécond  terme  fe  trouve , peut  être  trans- 
formée en  une  autre  où  ce  terme  manque. 
Nous  donnerons  pour  cet  effet  la  réglé  fui- 
vante. 

Soit  propofée  l’équation  générale  y* 
<^ay^  -Ybyy-^cy~\^d=.o.  Qu’on  ajoute  à 
y la  quatrième  partie  du  coefficient  du 
fécond  terme,  ou  bien  & qu’on  écrive 
à la  place  de  la  Somme  une  nouvelle  lettre 
JC,  de  façon  que  y-\-~a-=zx , & par  con- 
fé’quent  y~x — on  aurayy=xx — ~ 
ax  + \aa.  =z=x^ — - axx-y\aax  — ~ 

a’ , & enfin  ce  qui  fuit  : 


+ ay=  -j-ax^—iaaxx  + -^a^x  — j^a* 
+ hy=  +bxx  —\abx  -\-iiaab 

+ cy=.  +CX  —^ac 

+ d = + d 


x*+  O —\aaxx-\-\a^x  — rh'*^ 
■\-bxx  — \abx-\-^aab 
+ CA;  — ^ac 

+ d 


On  a donc  à préfent  une  équation , dans 
laquelle  le  fécond  terme  eft  ôté , & à la- 
quelle rien  n’empêche  d’appliquer  la  réglé 
donnée  , pour  en  déterminer  les  quatre  ra- 
cines. Après  quoi  ces  valeurs  de  a:  étant 
trouvées , on  déterminera  facilement  celles 
dejy,  puifquejy=A;  — ^-a. 


780. 


Voilà  où  on  eft  parvenu  jufqu’à  préfent 
dans  la  réfolution  des  équations  algébriques; 
c’eft  inutilement  qu’on  s’eft  donné  beaucoup 
de  peines  pour  réfoUdre  de  la  même  ma- 
niéré les  équations  du  cinquième  degré  & 

de 
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de  dimenfions  plus  élevées  , ou  pour  les 
réduire  du  moins  à des  degrés  inférieurs; 
de  forte  qu’on  n’eft  pas  en  état  de  donner 
des  réglés  générales  pour  trouver  les  ra- 
cines des  équations  qui  paffent  le  quatrième 
degré. 

Tout  ce  qu’on  a eu  de  fuccès  ne  s’étend 
qu’à  des  cas  très- particuliers  ; le  principal 
de  ces  cas  eft  celui  où  une  racine  ration- 
nelfë  a lieu  ; car  on  la  trouve  facilement 
par  la  méthode  des  divifeurs , parce  qu’on 
fait  qu’une  telle  racine  doit  toujours  être 
faèfeur  du  dernier  terme  ; le  procédé  , au 
relie , eft  le  même  que  celui  que  nous  avons 
enfeigné  pour  les  équations  du  troiiieme  & 
du  quatrième  degré. 

781. 

Il  fera  cependant  nécelTaire  d’appliquer 
encore  la  réglé  de  BombelLi  aufli  à une 
équation  qui  n’ait  point  de  racines  ration- 
nelles. 

Soit  donnée  l’équation -\-iAyy, 
Tome  /,  V V 


^74  Elément 

— 8=0.  Il  faudra  commencer  par 
retrancher  le  fécond  terme  , en  ajoutant  le 
quart  de  fon  coefficient  à jy , en  fuppofant 
y — i=Xy  & en  fubftituant  dans  l’équa- 
tion , au  lieu  dey  fa  nouvelle  valeur  x+i , 
au  lieu  de  y y la  valeur  xx‘-\~4x-^  ^ & 
au  lieu  de  y^  la  valeur  x^ -\-6xx-^^ix 
Et  faifant  de  même  à l’égard  de  y* , 
on  aura: 

y*  =x* -\-Sx^  4-X4XX4-‘^ixJr\^ 

\ 8^’=  — %x^  -4%xx--<^6x—64 

J^i4yy=z  +lAXX-\-<i^x4r^^ 

►j-  4y  zzz  + 4X  + ? 

- S = - II 

x*>-^  O ^loxx—  4x4-  8=0, 

Cette  équation  étant  comparée . avec 
notre  formule  générale  , donne  a=  10, 
^=4 , c= — 8 i d’où  nous  concluons  que 
f=^,g='j-,  k='-Sc  \/ h='- -,  que  le 
produit  \/ p^r  fera  pofîtif  j & que  c’eft  de 
l’équation  du  troifieme  degré  — Üi+x 
— ^=0»  qu’il  faut  chercher  les  trois  ra- 
cines 
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Retranchons  d’abord  les  fra6lions  de  cette 
équation.  Si  nous  faifons  nous  avons, 
apres  avoir  multiplié  par  8 , l’équation 
— iouu-\-iju — 2^0,  oïl  toutes  les  ra- 
cines font  pofitives.  Or  les  divifeurs  du 
dernier  terme  font  i & 2 ; fi  nous  efTayons 
par  u = \ J nous  trouvons  i — 10 -[-17 — 2 
= 6 ; ainfi  l’équation  ne  fe  réduit  pas  à 
zéro  i mais  en  eflayant  par  r/=2,  nous 
trouvons  8 — 40-j-34  — 2=0,  ce  qui  fa- 
tistait  à l’équation , & donne  à connoître 
que  u=x  eft  une  des  racines.  Les  deux 
autres  fe  trouveront  en  divifant  par  u — 2 , 
comme  de  coutume;  le  quotient  uu  — 8« 
-}-i=o  donne  uu—%u — i , & 4+^/ 1 5, 

Et  puifque  ^ les  trois  racines  de  l’é- 

quation du  troifieme  degré  font,  1.)^=:^ 


^7^ 
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783. 


Ayant  donc  déterminé  /» , 7 , r , nous 
avons  aiiffi  leurs  racines  quarrées  , favoir  : 

y'pz=l, 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut , (675» 
676),  que  la  racine  quarrée  de  a + \/ b , 
quand  \/ aa~h^c , s’exprime  par  \/ a-^\/b 
= + y ; ainfi , comme  dans  notre 

cas  a==:8  & yj h=^^J , & que  par 
conféqiient  b=.6o  & c=2 , nous  avons 

V8+2ï/i5=/5+v^3>  & y/s  — 2V/I5 

— 5 v/3» 

Or  nous  avons  maintenant  \/ pz=.\  ^ 

; donc,  puif- 

que  nous  favons  auffi  que  le  produit  de 
ces  quantités  eft  pofitif , les  quatre  valeurs 
de  feront  celles-ci: 

=*+1^5» 

II.)  ^ — V'P  — — //•=! 

=1— 1/5 , 


K;->/3-V5+VS 

X 
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=—1+1^3. 

IV.)  x^-y-p-Vi  +v/r=- , _ 


=— I— v/3- 


Enfin , comme  nous  avions  yr=r.v-|-2, 
les  quatre  racines  de  l’équation  propofée 
font  : 


I-)j'=3+V^5  > ni.)y^!+’/3 , 
v/5»  I — vV 


\ 


CHAPITRE  XVI. 

Z>e  la  réfolution  des  Equations  par  des 
approximaiions. 


784. 

X-/ORSQUE  les  racines  d’une  équation  ne 
font  piis  rationnelles , foit  qu’on  puilTe  les 
exprimer  par  des  quantités  radicales , foit 
qu’on  n’ait  pas  meme  cette  reflburce , com- 
me c’ert  le  cas  pour  les  équations  qui  pafTent 
le  quatrième  degré  , on  eft  obligé  de  fe 

V V iij 
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contenter  de  déterminer  leurs  valeurs  par 
des  approximations,  c’ed-à-dire  par  des 
voies  qui  font  qu’on  approche  toujours 
davantage  de  la  vraie  valeur , jufqu’à  ce 
que  l’erreur  puifle  être  cenfée  nulle.  On  a 
propofé  différentes  méthodes  de  cette  ef* 
pece,  nous  allons  détailler  les  principales. 

785. 

Le  premier  moyen  dont  nous  parlerons  , 
fuppofe  qu’on  ait  déjà  déterminé  affez  exac- 
tement la  valeur  d’une  racine  (*)  ; qu’on 
fâche , par  exemple , qu’une  telle  valeur 
furpaffe  4 , & qu’elle  eft  plus  petite  que  5 . 
Dans  ce  cas , fi  l’on  fuppofe  cette  valeur 
= 4-]-/’  J orï  cff  sûr  que  p exprime  une 
fraéHon.  Or  fi  eft  une  fraélion , & par 
conféquent  moindre  que  l’unité  , le  quarré 

(”)  Cette  méthode  eft  celle  que  Newton  a donnée  au 
commcncejnent  de  fa  méthode  des  fluxions.  En  l’appfo- 
fondiflant  on  la  trouve  fujette  à différentes  imperfeébons  ; 
c’eff  pourquoi  on  y fubftituera  avec  avantage  la  méthode 
que  M.  de  la  Grande  a donnée  dans  les  Mémoires  de 
Berlin,  pour  les  années  1767  & 68. 
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de  P , fon  cube  , & en  général  toutes  les 
puiflances  plus  hautes  de  p , feront  encore 
beaucoup  plus  petites  à l’égard  de  l’unité, 
& cela  fait  que  , puifqu’il  ne  s’agit  que 
d’une  approximation  , on  peut  les  omettre 
dans  le  calcul.  Quand  on  aura  donc  dé- 
terminé à peu  près  la  fraélion  p , on  con- 
noîtra  déjà  plus  exaftement  la  racine  4+/?,* 
on  partira  de-là  pour  déterminer  une  nou- 
velle valeur  encore  plus  exafte , & on  con- 
tinuera de  la  même  maniéré  , jufqu’à  ce 
qu’on  ait  approché  de  la  vérité  autant  qu’on 
le  fouhaitoit. 

786. 

Nous  éclaircirons  cette  méthode  d’abord 
par  un  exemple  facile,  en  cherchant  par 
approximation  la  racine  de  l’équation  xx 
= 20. 

On  voit  ici  que  x eft  plus  grand  que  4 
& plus  petit  que  5 ; en  conféquence  de 
cela  on  fera  x—^-i^p  , & on  aura  xx—  1 6 
>^%p-\-pp—io  i mais  comme  pp  eft  très- 

Vv  iv 


■ Digitized  by  Google 


6So  E I é M E N 5 

périt,  on  négligera  ce  terme  pour  avoir 
feulement  l’équation  i6-)-8/j=20,  ou  ip 
=4  ; elle  donne  p=-\  & x = ce  qui 
approche  déjà  beaucoup  plus  de  la  vérité. 
Si  donc  on  fuppofe  à préfent  x=.^'--^p^ 
on  eft  fùr  que  p fignifie  une  fraéHon  en- 
core beaucoup  plus  petite  qu’auparavant, 
& qu’on  pourra  négliger  pp  à bien  plus 
forte  raifon.  On  aura  donc  xxz=io^ 
-|-9/>=20,  ou  9/J  = — & par  confé- 

quent/?=— donc  — ^=4^. 

Que  fi  l’on  vouloir  approcher  encore 
davantage  de  la  vraie  valeur,  on  feroit 
^=4^+/’,  & on  auroit  xx=:iOj^ 
+ 8^/7=—^,,  322/7 

1296  “ 36  7 ^ P 36.311  ^ii59i* 

Donc  — 7777^=4;^,,  valeur  qui 

approche  fi  fort  de  la  vérité , qu’on  peut 
avec  confiance  regarder  l’erreur  comme 
nulle. 
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787. 

Généralifons  ce  que  nDus  venons  d’ex- 
po fer,  en  fuppofant  que  l’équation  donnée 
foit  xx=^a,  ik  qu’on  fâche  d’avance  que  x 
cil:  plus  grand  que  n , mais  plus  petit  que 
«-[-I*  Si  après  cela  nous  fuppofons  x=n 
-}-/>,  en  forte  que  p doive  être  une  trac- 
tion , & que  PP  puiffe  fe  négliger  comme 
une  quantité  très- petite,  nous  aurons  xx 
= /z/z-j- 2/7yp— a y ainti  inp=a — nn  , & 
p—~~f  par  conféquent  x — 

= ^7"  • Or  fi  ^ approchoit  déjà  de  la  vraie 
valeur , cette  nouvelle  valeur  en  ap- 
prochera encore  beaucoup  plus.  Ainli  en 
la  fubftituant  à n , on  fe  trouvera  encore 
plus  près  de  la  vérité  ; on  aura  une  nou- 
velle valeur  qu’on  pourra  fubilituer  de  nou- 
veau , afin  d’approcher  encore  davantage  ; 
& on  pourra  continuer  le  même  procédé 
aufii  loin  qu’on  voudra. 

^ Soit,  par  exemple,  a=zi  ^ c’eft-à-dire 
qu’on  demande  la  racine  quarrée  de  a j fi 


i 
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on  connoît  déjà  une  valeur  alTez  appro- 
chante y & qu’on  l’exprime  par  n , on  aura 
une  valeur  de  la  racine  encore  plus  ap- 
prochante, exprimée  par^^.  Soit  donc 

I.)  n—i  y on  2Mxa.  X =\ y 

II.)  n—\y  on  aura  , 

III.)  on  aura 

& cette  derniere  valeur  approche  fi  fort 
de  \/  2 , que  fon  quarré  ne  différé  du 
nombre  2 que  de  la  petite  quantité 
dont  il  le  furpaffe. 

788. 

On  pourra  procéder  de  la  même  ma- 
niéré , quand  il  s’agira  de  trouver  par  ap- 
proximation des  racines  cubiques , quarré- 
quarrées , &c. 

Soit  donnée  l’équation  du  troifieme  de- 
gré , =. a y & qu’on  fe  propofe  de  trou- 

ver la  valeur  de  y/ a.  On  fuppofera , fa- 
chant  qu’elle  eft  à peu  près  n , que  x==n 
on  aura , en  omettant  pp  Se  p\  x* 
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t=zn^  -]^-^nnpz=.a  ; aitifi  ‘^nnp'=a  — n’ , 

OC  ,•  donc  x=. .oïdonc 


3/2/z  3/2/2 

72  eft  de  fort  près  — \/ a , la  formule  que 
Ton  vient  de  trouver  en  approchera  en- 
core beaucoup  plus.  Mais  pour  une  pré- 
cihon  encore  plus  grande , on  pourra  la 
fübftituer  à fon  tour  à la  place  de  /2 , & 
ainh  de  fuite. 

Soit,  par  exemple,  = i , & qu’on 
veuille  déterminer  y/i.  Si  n approche  de 
près  le  nombre  cherché , la  formule 


z/2  +i 
3/2/2 


exprimera  ce  nombre  encore  de  plus  prcs^ 
qu’on  fafle  donc 

I.)  n—i  , on  aura 

II. )  n:=j,  on  aura 

III. )  72=1^,  on  aura  JC  : 


1611^0896 

'118634294' 


789. 


On  emploie  cette  méthode  avec  le  même 
fuccès,  pour  trouver  par  approximation 
les  racines  de  toutes  les  équations. 


684  E L É M E N s 

Suppofons  , pour  le  faire  voir  , qu’on  ait 
l’équation  générale  du  troifieme  degré , 
x'^  ~\~axx-\-bx-\-c=:o  , où  n approche 
déjà  beaucoup  d’une  des  racines.  Faifons 
x=zn — p;  ik , puifque  p fera  une  fraéHon , 
négligeant  les  puiffances  de  cette  lettre 
plus  hautes  que  le  premier  degré  , nous 
aurons  xx=nn — mp,  & x^  =.n}  — 
d’où  réfulte  l’équation  — ■^nnp-\-ann 


xanp-^bn  — ^^-{-c=o,  ou  n 


3 I 


ann 


~n-( 


^bn-\-c=.'^nnp-\-ianp-^bp  ^=z(^'^nn-\-ian 

* ^ ‘ '^nn-^xan-^b 

n}  + ann-^bn  xn'  -\-ann — c 

’^nn^xan-^b  ^ yin-\-xan-\-li 
Cette  valeur , qui  .eft  déjà  plus  exaéfe  que 
la  première  , étant  fubftituée  à la  place  de 
n , en  fournira  une  nouvelle  encore  plus 
Qxaéle. 

790. 

Soit,  pour  appliquer  ce  procédé  à un 
exemple,  x^  -\-xxx-\~^x — 50=0,  oii 
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a=.i , ^=3  & c= — 50.  Si  n eft  cenfé 
approcher  de  près  une  des  racines , x 

2/2’ -I- 2/2/z -1- î O r 1 

= lera  une  valeur  en- 

3 /2 /Z -J- 4/2 3 

core  plus  proche  de  la  vraie.  Or  la  valeur 
x=z-^  n étant  pas  éloignée  de  la  véritable, 
nous  fuppoferons  22  = 3 , & nous  trouvons 
x—^^.  Que  fi  nous  écrivions  cette  nou- 
velle valeur  à la  place  de  n , nous  en  trou- 
verions une  autre»  encore  plus  exaéle. 


791. 

Nous  ne  donnerons  pour  les  équations 
des  degrés  fupérieurs  au  troifieme  , que 
l’exemple  fuivant: 

Soit  x^  =6x-\-io  , ou  x' — ^6x — 10 
= 0,  où  on  remarque  facilement  que  i 
eft:  trop  petit,  & que  2 eft  trop  grand.  Or, 
fi  x=n  eft  une  valeur  afîez  proche  de  la 
vraie,  & qu’on  fafle  x=n-\-p  ^ on  aura 
x^  —n'  n* P , & par  conféquent 
^ p=.6n-\-6p-\‘\o  y ou  ^n*p  — 6p 

. , , ^ 6/2 -H  O — n' 

' ^ 5/2  — 6 


Digitized  by  GoogI 


686  E L é M E N s 

& Qu’on  fuppofe  n=i  « 

onauraAT=:^  = — 14;  cette  valeur  efl: 
tout-à-fait  impropre , & cela  vient  de  ce 
que  la  valeur  approchée  de  n étoit  de  beau- 
coup trop  petite.  On  fera  donc  n—x  , & 
on  aura  = valeur  qui  s’écarte 

beaucoup  moins  de  la  vraie.  Si  on  fe  don- 
noit  la  peine  de  fubflituer  maintenant , au 
lieu  de  /Z , la  fraftion  ^ , on  parviendroic 
à une  valeur  encore  bien  plus  exaéle  de 
la  racine  x. 

792. 

Voilà  la  méthode  la  plus  ordinaire  pour 
trouver  par  approximation  les  racines  d’une 
équation  , & elle  s’applique  utilement  dans 
tous  les  cas. 

Nous  allons  indiquer  cependant  .une  autre 
méthode , qui  mérite  attention  à caufe  de 
la  facilité  du  calcul  (*).  Le  fondement  de 

(*)  La  méthode  d’approxiination  qui  fuit , fe  fonde 
fur  k théorie  des  fériés  qu’on  nomme  récunxntes,  & qui 
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cette  méthode  confifte  à déterminer  pour 
chaque  équation  une  fuite  de  nombres , 
comme  a,  c,  &c,  tels  que  chaque  terme 
de  la  fuite,  divifé  par  le  précédent,  indique 
la  valeur  de  la  racine  d’autant  plus  exac- 
tement , qu’on  aura  continué  plus  loin  cette 
fuite  de  nombres. 

Suppofons  que  nous  foy ons  parvenus  déjà 
aux  termes  r,  &c.  il  faudra  que 

indique  la  racine  x déjà  alTez  exaftement, 
c’eft  à-dire  qu’on  ait  à très-peu  pvès^=zx. 
On  aura  de  même^=j£: , & la  multipli- 
cation des  deux  valeurs  donnera  ~ = xx» 

P 

ont  été  imaginées  par  M.  de  Molvre.  On  doit  cette  mé- 
thode à M.  Daniel  Bernoulli , qui  l’a  donnée  dans  les 
anciens  Commentaires  de  Pétersbourg  , tom.  III.  Mais 
M.  Euler  la  préfente  ici  fous  un  point  de  vue  un  peu 
•lifférent.  Ceux  qui  Ibuhaiteront  d’approfondir  ces  ma- 
tières , peuvent  ponfulter  les  chapitres  xiii  & xvii  du 
premier  volume  de  VIntrod.  in  anal,  inf.  de  notre  célébré 
Auteur  : Ouvrage  excellent , dans  lequel  plufieurs  des 
matières  traitées  dans  cette  première  partie , & beaucoup 
d’autres  qui  font  pareillement  relatives  aux  Mathémati- 
ques pures,  font  développées  avec  autant  de  clarté  que 
de  profondeur. 
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De  plus,  comme  J = JC,  on  aura  auflî^ 
—x^’,  enfuite , puirquej=:jc , on  aura-^ 
=x*  y ainfi  de  fuite. 

7 93- 

Afin  de  nous  expliquer  mieux  fur  cette 
méthode  , nous  commencerons  par  l’équa- 
tion du  fécond  degré  xx—x~\-i  , & nous 
fuppoferons  que  dans  la  férié  ci-defîus  fe 
préfentent  les  termes  p t ^ 9 r , f,  t , &c. 
Or,  comme &.-=:xx,  nous  ob- 

j P y P ’ 

tiendrons  l’équation^ , ou 
Et  comme  nous  trouvons  de  la  même  ma- 
niéré que  f=r-\-q , & t=f-\-rf  nous  en 
concluons  que  chaque  terme  de  notre  fuite 
eft  la  fomme  des  deux  termes  précédens  ; 
de  forte  qu’ayant  les  deux  premiers  termes  ; 
on  eft  en  état  de  continuer  facilement  la 
fuite  aulîi  loin  qu’on  voudra.  Quant  à ces 
deux  premiers  termes , on  peut  les  prendre 
à volonté  i fi  nous  fuppofons  donc  qu’ils 
fuient  0,1,  notre  fuite  fera  o,  i , i , 

3» 


I 
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3>  5>  *3»  » 34»  55  > ^9»  M4»  &c. 

& telle  que , fi  on  en  divife  uh  terme  quel- 
conque par  celui  qui  le  précédé  immédia- 
tement , on  aura  une  valeur  de  x d’autant 
plus  approchante  de  la  véritable,  qu’on 
aura  choifi  un  terme  plus  éloigné.  L’erreur, 
à la  vérité  , eft  très -grande  au  commen- 
cement ; mais  plus  on  avance  , & plus  elle 
diminue.  Voici  la  fuite  de  ces  valeurs  de 
dans  l’ordre  où  elles  s’approchent  toujours 
davantage  de  la  véritable  : 


8 n 


ai 


34  55 


’o»  1»  1»  a’  3 


8 > ij  > ai  > 34 


55 


, &c. 


Si,  par  exemple,  on  fait  on  a 


+ où  l’erreur  n’efi:  que  de 

-î-  : les  termes  fuivans  la  donneroient  en- 

1&9 

cote  plus  petite. 

794- 

Confidérons  aufli  l’équation  xjr=2Ar-|-i  j 
& puifque  toujours  & xx=^. 


nous  aurons 


I — li_l_ 


Tome  /. 


, ou 

Xx 
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d’où  nous  concluons  que  le  double  de 
chaque  terme  ajouté  au  terme  précédent , 
donne  le  terme  fuivant.  Si  nous  commen- 
çons donc  encore  par  o , i , nous  aurons 
la  férié  : 

0 , 1,2,  5 , I 2 , 29 , 70 , 169,  408  , &c. 
d’où  il  s’enfuit  que  la  valeur  cherchée  de  x 
fera  exprimée  de  plus  en  plus  exaéfement 
par  les  fraéHons  fuivantes  : 

I a 1 12  29  22  li?  Rjn 

, ô’  F’  a ’ 5 ’ lÿ’  70  ^ Téyî 

lefqiiclles  , par  conféquent , approcheront 
toujours  davantage  de  la  vraie  valeur  x 
— 2 ; de  forte  que  ü on  retranche 
de  ces  fraftions  l’iiniré , la  valeur  de  y/i 
fe  trouvera  exprimée  de  plus  en  plus  exac- 
tement par  les  fraftions  : 

‘ 1 1 I II  11  22  H?  Rrr 

o’  1’  2’  s’  12’  29’  70^  169» 

Par  exemple  , g a pour  quarré  , ce 
qui  ne  différé  que  de  du  nombre  2. 

795- 

Cette  méthode  n’eil:  pas  moins  appli- 
cable aux  équations  qui  ont  un  plus  grand 
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nombre  de  dimenfions.  Si  l’on  a , par  exem- 
ple, l’équation  du  troifîeme  degré  jc’  —xx 
, on  fera  x — -^  xx=-j  & jc’ 
= & on  aura /—/■-[- 2. /-]-/> , par  oii 

l’on  voit  comment  , par  les  trois  termes 
P , <j  de  r,  on  doit  déterminer  le  fiiivant  f; 
& comme  le  commencement  eft  toujours 
arbitraire , on  peut  former  la  férié  qui  fuit  : 
0,0,  I,  I,  3,6,  13,  28, 60,  129,  &:c. 
de  laquelle  réfuirent  les  fraétions  fuivantes 
pour  les  valeurs  approchées  de  x : 

2.1  ‘ li  il  lî  12? 

O ’ O î ?’  I » 3 > 6 » 1}  ’ 18  » 60  » 

les  premières  de  ces  valeurs  font  prodigieu- 
fement  en  défaut  ; mais  fi  on  fubllitue  dans 
l’équation , au  lieu  de  ;c , ^ ou  —,  on  trouve 

oü  l’erreur  n’eft 

que  de^,. 

796. 

Il  faut  remarquer  cependant  que  toutes 
les  équations  ne  font  pas  de  nature  à pou- 
voir y appliquer  cette  méthode  ; & particu- 
liérement lorfque  le  fécond  terme  manque, 

Xx  ij 
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elle  ne  peut  être  employée.  Car  foit^ 
par  exemple , xx—i  j fi  on  vouloir  faire 
x=-S)i  xx=-,  on  auroit-  = 2,  ou  r 
= 2/),  c’eft-à-dire  r:=.oq-\-ip , d’où  ré- 
fulteroit  la  fuite 

I,  1,2, 2, 4, 4, 8, 8,i6,  i6,  32,  32  &c, 
de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure , parce 
que  chaque  terme,  divifé  parle  précédent, 
donne  toujours  x=i  , ou  x—i.  Mais  on 
peut  obvier  à cet  inconvénient , en  faifant 
x=y — I i car  de  cette  façon  on  3.  yy-\-2y 
— 1=2;  & fi  l’on  fait  maintenant  y—j 
& yy=j,  on  trouve  l’approximation  que 
nous  avons  déjà  donnée  ci-defîus. 

797- 

Il  en  feroit  de  même  de  l’équation 
:=  2 ; elle  ne  fourniroit  pas  une  telle  fuite  de 

nombres  qui  indiquât  la  valeur  de  \/ 2, 
Mais  on  n’a  qu’à  fuppofer  x=y — i , afin 
d’avoir  l’équation  — 3XK~|“3J — 1=2, 
ou  y^  =r.  }yy-}y-\-'^  > car  faifant  à préfent 
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ona/r=3r— 3^ 
“{-3/5,  moyennant  quoi  Ton  voit  comment 
trois  termes  donnés  déterminent  le  fuivant. 

Adoptant  donc  trois  termes  quelcon- 
ques pour  les  premiers , par  exemple  o , 
O , I , on  a la  férié  que  voici  : 
0,0,1,3,6,12,27,63, 144,  324,8:0. 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  fuite 
donnent  y = x = cette  fraftion 

approche  en  effet  affez  de  la  racine  cubique 
de  2 ; car  le  cube  de  ^ eft  & celui  de 


798. 

Il  faut  obferver  de  plus , au  fuiet  de  cette 
méthode , que  lorfque  l’équation  a une  ra- 
cine rationnelle , & qu’on  choifit  le  com- 
mencement de  la  période  tel  que  cette  ra- 
cine en  réfulte  , chaque  terme  de  la  fuite  , 
divifé  par  le  terme  précédent , donnera  éga- 
lement la  racine  exaéfement. 

Pour  le  faire  voir , foit  donnée  l’équa- 
tion xxz=^-iç-i , dont  une  des  racines  efi: 

Xx  iij 
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xz=zz-,  comme  on  a ici,  pour  la  férié, 
la  formule  r~q-\-  ip , fi  on  prend  i , 2 
pour  les  deux  premiers  termes  , on  a la 
fuite  1,  2,4,8,  16 , 32,  64,  &c.  qui 
efl:  une  progreffion  géométrique  dont  l’ex- 
pofant  =2. 

La  même  propriété  fe  prouve  par  l’équa- 
tion du  troificme  degré  .r’ — 
qui  a JC  ==3  pour  une  des  racines.  Si  on 
fuppofe  les  premiers  termes  i , 3 , 9 , on 
trouvera  , par  la  formule  f=r-\~yq-\-^p, 
la  férié  1 , 3,9,  27,  81  , 243  , &c.  qui 
eft  pareillement  une  progreffion  géomé- 
trique. 

799- 

Mais  lorfque  le  commencement  de  la 
fuite  s’écarte  de  la  racine , il  ne  faut  pas 
croire  qu’on  ira  du  moins  en  s’approchant 
de  cette  racine  ; car  lorfque  l’équation  a 
plus  d’une  racine  , la  fuite  ne  donne  par 
approximation  que  la  plus  grande  racine  ; 
on  ne  trouve  pas  une  des  moindres , à moins 
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d’avoir  choiû  les  premiers  termes  conve- 
nablement j)our  cet  effet  j cela  s’éclaircira 
par  l’exemple  fuivant: 

Soit  l’équation  ;r,r=i:4.v — 3 , dent  les 
deux  racines  font  x~i  &:  x=^.  La  for- 
niulc  pour  la  fuite  eft  r=.^q — 3^,  & ff 
l’on  prend  i , i pour  le  commencement 
de  la  férié , qui  indique  par  conféquent  la 
plus  petite  racine  , on  a pour  la  fuite  en- 
tière &TC.  mais 

fl  on  adopte  pour  premiers  termes  les  nom- 
bres 1,3,  qui  contiennent  la  plus  grande 
racine  , on  a la  fuite  : i , 3 , 9 , 27  , 81 , 
245,729,  8cc.  où  tous  les  termes  indicpient 
avec  précifion  la  racine  3.  Enfin  , fi  on 
adopte  un  autre  commencement  cjuelcon- 
que , pourvu  c{u’il  foit  tel  que  la  plus  pe- 
tite racine  n’y  foit  pas  comprife  , la  férié 
approchera  toujours  davantage  de  la  plus 
grande  racine  3 ; c’efi:  ce  qu’on  peut  voir 
par  les  fériés  qui  fui  vent  : 


6^6  E L È M E N s 

Commencement, 

0,  1,4,  13,  40,  121 , 3^4,  &c. 

1,  2,  5,  14,  41,  122,  365,  &c. 

4i,  1^3»  3^^j  1095AC. 

2,  I,— 2,  —I I, -38,-1 18,-362,-1091, 
—3278 , &c. 

où  les  quotiens  de  la  divifion  des  derniers 
termes  par  les  précédens , approchent  tou- 
jours plus  de  la  racine  plus  grande  3 , & 
jamais  de  la  plus  petite. 

800. 

On  peut  appliquer  cette  méthode  même 
à des  équations  qui  vont  à l’infini  ; l’équa- 
tion fuivante  en  fournira  un  exemple: 

La  férié  doit  être  telle  pour  cette  équation , 
que  chaque  terme  foit  égal  à la  fomme 
de  tous  les  précédens,  c’eft-à-dire  qu’on 
aura 

1 , 1 , 2,4,8,  16,  32, 64,  128,  &c. 
d’où  l’on  voit  que  la  plus  grande  racine 

% 
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de  réquation  propofée  eft  exaélement 
x = x-y  & c’eil  ce  qu’on  peut  faire  voir 
aufli  de  la  maniéré  fuivante.  Qu’on  divife 
l’équation  par  on  aura 

1=  — I — r-1 — r~] — 

ce  qui  eft  une  progreftlon  géométrique , 
dont  la  fomme  fe  trouve  — ; de  forte 

x-\  ^ 

que  I \ multipliant  donc  par  a: — i , 
on  a X — , & AT=:2. 

8oi. 

Outre  ces  deux  méthodes  de  déterminer 
par  des  approximations  les  racines  d’une 
équation , on  en  trouve  çà  & là  quelques 
autres , mais  qui  font  toutes  ou  trop  pé- 
nibles ou  pas  aflez  générales.  La  méthode 
qui  mérite  la  préférence  fur  toutes , eft 
celle  que  nous  avons  expliquée  en  premier 
lieu  ; car  elle  s’applique  avec  fuccès  à toutes 
les  efpeces  d’équations , tandis  que  l’autre 
exige  fouvent  que  l’équation  foit  préparée 
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d’une  certaine  maniéré , fans  quoi  on  ne 
pourroit  en  faire  ufage  ; nous  en  avons 
vu  la  preuve  dans  dilTérens  exemples. 


Fin  du  Tome  premier. 
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